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AVERTISSEMENT. 



Exposer les principes fondamentaux de la Méca- 
nique céleste k Taide de démonstrations assez simples 
pour être introduites dans l'enseignement supérieur, 
tel est le but que je me suis proposé dans cet Ouvrage, 
dont ridée première m'a été suggérée par les leçons 
que j'ai professées à la Faculté des Sciences de Besan- 
çon, de i855 à i86o. 

Les deux premiers chapitres sont consacrés à l'étude 
du mouvement des centres de gravité des corps qui 
constituent le système solaire. Dans, la première ap- 
proximation de ce mouvement, les seules choses sail- 
lantes que j'aie à mentionner sont leâ méthodes de 
Gauss pour le calcul des éléments elliptiques des 
planètes et des comètes, méthodes qui , malgré leur 
fréquente application, ne sont indiquées ni dans la 
Mécanique céleste de Laplace, ni dans V Exposition ana- 
lytique du ^sterne du monde de M. de Pontécoulant. 
Quant à la question des perturbations, qui, par sa na- 
ture même, est essentiellement un problème d'Analyse, 
où la Géométrie ne peut pas intervenir d'une manière 
bien utile, je l'ai traitée, comme on le fait habituelle- 
ment, en faisant l'application de la méthode de la 
variation des constantes arbitraires. C'est surtout dans 
ce cas spécial que l'on reçonpaît la haute importance 
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de cette méthode, due à l'illustre Lagrange. J'ai cru 
devoir en outre indiquer en Note, à la fin du volume, 
l'application que l'on peut faire du théorème d'Ha- 
miïton et de Jacobf pour arriver au même résultat. 

Dans le chapitre relatif aux attractions des sphé- - 
roides, j ai pu introduire quelques démonstrations 
géométriques qui, je pense, apporteront un peu de 
clarté sur différents points importants de cette partie 
de la Mécanique céleste. Deux intégrations par parties 
m'ont permis de diémontrer à priori la convergence 
du dévetoppeiMni en fonctions sphériques dans les 
cas douteux auxquels Laplace ne s'est pas arrêté. Pour 
la déternr>ination de la forme de ees fonctions^ j'ai 
employé ta méthode de Jaeobi, qui est l'une des plus 
élégantes et des plus simples. 

^rmi les questions traitées dans le chapitre relatif 
a la figure des plaïiètes, je citerai l'ellipsoïde à trois 
axes iuégaux de Jacobi; la discussion des équations 
qui en résultent, de M. Meyer, complétée et modifiée 
par M. Liouville; l'hypothèse de M. Roche sur la va- 
riation de la densité dans l'intérieur de la Terre; enfin 
le théorème de M. Lioutille sur la stabilité de l'équi- 
libre d'une masse fluide animée d'un mouvement de 
rotation, dont j'ai donné une démonstration géomé- 
trique et que j'ai ensuite appliqué à la stabilité de 
l'équilibre des mers. 

Les propriétés, dues a Laplace, des lignes géodé- 
siques tracées sur la surface des sphéroïdes, ont été 
déduites de considérations géométriques sur le mou- 
vement d'un point. 

Dans le chapitre où je m'occupe des atmosphères 
des corps célestes, j'ai cru devoir empruntera M. Roche 
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des considérations qui, en tenant compte de l'hypo- 
thèse de la force répulsive imaginée par M. Faye, per- 
mettent d'expliquer la forme des comètes. 

Je suis parvenu à simplifier notablement la mise en 
équations du mouvement oscillatoire de la mer et de 
l'atmosphère, la théorie du mouvement des corps cé- 
lestes autour de leur centre de gravité. Je termine 
enfin par deux études intéressantes au point de vue 
de la partie philosophique de la géologie^ l'une sur 
la chaleur centrale de la Terre, et Tautre sur l'équi- 
libre d'élasticité d'une croûte planétaire, question 
pour laquelle j'ai fait usage de la belle méthode d'in- 
tégration de M. Lamé. 

Tel est l'expoi^é sommaire des parties caractéris- 
tiques de cet Ouvrage qui, j'ose Tespérer, atteindra le 
but que je me suis proposé. 
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CHAPITRE PREMIER. 

PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT 
DES PLANÈTES. 



§ I. — Du MOUVEMENT ELLIPTIQUE DES PLANÈTES. 

1 . — Loù de Kepler. — j4 ccélération des planètes. — 
Les planètes dans leur mouvement autour du Soleil obéis- 
sent auY lois suivantes que Kepler a déduites de Tobserva- 
tion; 

i***^ LOI. — Chaque planète parcourt dans un plan pas- 
sant par le centre du Soleil et autour de cet astre une 
orbite dans laquelle le rayon vecteur qui joint les centres 
des deux autres décrit des aires proportionnelles aux 
temps, 

2* LOI. — La courbe décrite par le centre dune planète 
est une ellipse dont le centre du Soleil occupe un des 
foyers. 

3® LOI. — Les carrés des durées des réi^lutions des 
planètes autour du Soleil sont proportionnels aux cubes 
des grands axes de leurs orbites. 

Nous rappellerons que le point de l'orbite le plus rap- 
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proche du Soleil se nomme le périhélie^ et le point le plus 
éloigné VaphéRe. 

On déduit d^abord de la première loi et du principe des 
aires en Mécanique, que la direction dç V accélération de 
chaque planète passe par le centre du Soleil, 

Soient à un instant quelconque : 

r la distance du centre m d'une planète à celui M du So- 
leil; 

Vf Tangle formé par r avec une droite fixe Mo: passant 
par le point M et comprise dans le plan de l'orbite; 
cet angle est appelé V anomalie vraie de la planète ; 

a le demi grand axe de Torbite ou la distance moyenne 
de la planète au Soleil, dont la direction est ce que Ton 
nomme la ligne des apsides; 

e l'excentricilé de l'orbite; 

&) Fangle formé par la ligne des apsides avec Mo:, ou la 
longitude du périhélie; 

T la durée d'une révolution complète de la planète ; 

ç l'accélération du centre de la planète, considérée 
comme positive ou négative selon qu'elle sera dirigée 
vers le centre du Soleil ou en sens inverse; 

h le double de l'aire décrite par le rayon vecteur dans 
l'unité de temps. 

On a 



(i) k.T=2ià'Ka^sli — e\ 

et d'après la première loi de Kepler, 

(2) r^dç^k.dt. 

Le carré de l'élément de chemjn parcouru dans le temps dt 
étant r^dv^^-^dr^^ le principe des forces vives donne, en 
désignant par h une constante, 

(3) -^^ "^ J ^ ' 
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0O9 en élîminant dt an moyen de l'équalîoo (a), 



''U-^wJ=*-^/'''^' 



(4) ^-'L7» 

or Tellipse décrite a pour équation 



©■ 



en exprimant \-j; I au moyen de r et réduisant^ l'équa^ 
tion (4) devient 

«{■-e')7=«'(.-e')-^*-V' ' 
d'où, par la difierentiation, 



et comme e est plas petit que Funité, cette valeur est posi- 
tive. Donc, dans son mom^ement elliptique autour du So* 
leil, le centre de chaque planète obéit à une accélération 
dirigée 'vers le centre du Soleil, et qui vaiie en raison in-- 
s^erse du cart^é de la distance de la planète à cet astre (*). 
En remplaçant dans la formule (6) A par sa valeur tirée 
de Téquation (i), il vient 

(7) ? = 4^f;-p' 

expression dans laquelle, d'après la troisième loi de Ke- 
pler, le coefficient de — est constant ; par conséquent, Vae-- 

célération planétaire rapportée à V unité de distance a 
la même valeur pour toutes les planètes. 



(*) On trouTera dans mon Traiti de Cinématique pure ^ p. ag, une démons- 
tration géométrique de cette proposition. 
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Ces considérations sont éYÎdemment applicables à la pa- 
rabole qui est aussi représentée par l'équation ( 5 ) en y 
supposant a = oo ,e = i, et a(i — e') égal au demi-para- 
mètre, et à l'hyperbole dont Téquation s'obtiendra en chan- 
geant le signe de a (i — e') , e devenant supérieur à l'unité. 

2. Supposons maintenant que réciproquement un point 
matériel possède constamiqent une accélération dirigée 
vers un centre fixe et inversement proportionnelle au 
carré de la distance à ce centre, et proposons-nous de dé- 
terminer la nature de la courbe qu'il décrit. Posons à cet 

efTet cy= ^? ^ étant une constante; l'équatioli (4) devient 



d'où 



4^-ë)] 






9 

r 



V- 






En considérant toujours d^ comme positif, on devra 
prendre le signe -+- ou le signe — selon que r décroîtra ou 
croîtra; les changements de signes auront lieu pour les 
valeurs maximum et minimum de r données par 



j' 



Si nous supposons que r commence à croître à partir 
de la position initiale du mobile, on devra prendre le 
signe — , et l'équation ci-dessus donnera en intégrant, o) 
étant une constante arbitraire, 



- 61 = are ces 
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d'où 



(B) 



l^ 



r ^ / 

i4-y i+-^cos(p-«) 



équation polaire d'une section conique rapportée à l'un des 
foyers. Cette section sera une ellipse, une parabole ou une 

hyperbole selon que Ton aura A = o, ou, en vertu de l'é- 
quation (3) qui donne la signîficaiîdil de A, 

s 2fit< 
w\ i- = Oj 

Wo et To étant la vitesse et le rayon vecteur correspondant 
à l'instant initial. On voit ainsi que la nature de la courbe 
dépend seulement de la grandeur de la vitesse initiale et 
non de sa direction. 

De la comparaison des équations (5) et (8) on déduit, 
dans le cas d'un mouvement elliptique, 



'»' {.=-£, 

et, en désignant par w la vitesse du mobile au bout du 
temps f, le principe des forces vives ou l'équation (3) 
donne 

(,o) ^.= iff_fi. 

^ ' r a 

3. Principe de la gravitation univ^erselle , — Soient M 
la 'masse du Soleil 5 rw, m', m!'^, . ., celles des planètes; 
r, r', r"^ . . . , les distances de leurs centres à celui du 
Soleil. 

Les dimensions du Soleil et des planètes étant très-pe- 
tites par rapport à leurs distances mutuelles, on peut, dans 
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une première approximation, en faire abstraction, et sup- 
poser que ces astres sont réduits à Fétat de simples points 
matériels ayant respectivement les mêmes masses, et nous 
dirons que le point matériel M exerce sur les masses 

mntn\m!'. les forces attractives a --♦ a -T-v^a étant une 
' ' ^ //» 

constante indépendante de /n, m!^ ml'. 

Si l'on considère cette attraction comme inhérente à 
Tessenoe même dç la matière, il faut admettre qu'inverse- 
ment les masses m, m', m" attirent de la même manière la 
masse M, et avec une énergie égale et contraire à celle des 
forces précédentes d'après le principe de l'égalité entre 
l'action et la réaction. Par analogie avec ce qui précède, 

l'attraction de m sur M sera de la forme %' -7-^» a' ne p(ni- 

vaut dépendre que de m, et comme a^ --^ = a --^9 et que a 

est indépendant de m, il faut que ron ait ol ^zz.f.my 
a =:x/.M, y étant une constante indépendante de la valeur 
des masses attirantes et de leurs distances. On est donc 
conduit à admettre que deux particules matérielles s^ atti- 
rent mutuellement suiyant la droite qui les joint y propor- 
tionnellement à leurs masses et en raison im^erse du carré 
de leur distance (*). Tel est le principe de la grav^itation 
universelle dû à Nevfton, basé, comme tous les principes 



C* ) Ces actions mutuelles ne sont pas les seules qui s'exercent entre les 
éléments de la matière; il en existe d'autres appelées spécialement actions 
moléculaires, dont Tintensité devient très-considérable à des distances ex- 
trêmement faibles et du môme ordre de grandeur que les distances intermo- 
lécvlaivesy mais qui déccoissent avec une extrême rapidité quand la dis- 
tance augmente. Ces forces, auxquelles sont dues la cohésion, Vélasticit» des 
solides, etc., sont les unes attractives, inhérentes h l'essence même de la 
matière, les autres répulsives, dues su calorique. Mais les forces de ces deux 
systèmes, dont les relations de grandeur définissent les trois états d'an 
corps, n'étant appréciables qu'outre les particules d'un même corps, ne 
jouent aucun rôle dans les phénomènes astronomiques. En ce qui concerne 
l'équilibre ou le mouvement des corps solides ou fluides, dles ne sont re- 
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élémentaires de la Physique, sur une extension théorique 
dune loi observée, et que pour ce motif il était important 
de vérifier ultérieurement. Nous avons supposé en effet que 
le Soleil et les planètes sont des points matériels, tandis 
qu'ils ont des dimensions appréciables, quoique très-petites 
par rapport à leurs distances mutuelles, et qu'ils sont com- 
posés d'un très'grand nombre de ces points qui devraient 
exercer entre eux, de l'un à l'autre corps, des attractions 
suivant la loi ci-dessus» Or nous verrons plus loin que, en 
raison de la presque sphéricité de ces astres, et de leur 
grand éloîgnemeht, les résultantes de ces attractions élé- 
mentaires produisent le même effet que si les masses de ces 
astre$ étaient concentrées en leurs centres de gravité res^ 
peciiiis* Le principe de Newton se trouve donc complète- 
ment d'accord avec le phénomène plus complexe en lui- 
même observé par Kepler, et auquel il doit son origine. 
Le Soleil, se trouvant sollicité par des actions attractives 
provejiant des planètes, ne peut rester fixe dans l'espace, 
et c'est en effet ce qui parait résulter de l'observation, 
quoique son mouvement s'effectue en apparence avec une 
très-grande lenteur. Si l'on suppose que l'on imprime à 
tous les corps du système solaire une vitesse et une accélé- 
ration Y égales et contraires à celles du centre du Soleil 
ramené par suite au repos, on voit que pour une planète. 



présentées que par des résultantes fictives auxquelles on donne le nom de 
pression. 

L'attraction proportionnelle à l'inverse du carré de la distance, due à la 
gravitation, est très-petite entre les corps de faible masse, tels que nous les 
observons à la surface de lu Terre j cependant elle est mise en évidence par 
l'attraction des montagnes sur le fil à plomb, et dans Texpérience de Caven- 
dish pour la détermination de la densité moyenne de la Terre. Mais lorsque 
deux eorps en présence offrent chacun, ou seulement Tun d'eux, une 
masse considérable, cette attraction se traduit, même à de grandes dis- 
tances, par des phénomènes parfaitement caractérisés et qui, de tout temps, 
ont frappé les yeux des observateurs; et c'est à cette cause notamment que 
se rattachent la pesanteur, la forme ellipliqQe des orbes planétaires, etc. 



8 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

cette accélération V viendra se composer avec celle qui est 
due à l'attraction du Soleil, pour donner Taccélération de 
la planète dans son mouvement relatif autour du Soleil. 
A cette résultante viendront encore se joindre les accéfêra^ 
tions dues aux attractions des autres parties du système 
solaire. On voit ainsi qu'une planète dans son mouvement 
relatif autour du Soleil suit une loi très-compliquée, et que 
si Kepler a trouvé des ellipses pour les orbites planétaires^ 
on ne peut l'attribuer qu'à ce que, en raison de leur peti- 
tesse, l'influence des nouvelles forces dont nous venons de 
parler lui a complètement échappé; il est probable que 
c'est à cette circonstance que l'on doit les lois fondamen- 
tales de rAstronomie moderne. Mais nous reviendrons plus 
loin sur les effets produits par ces diverses causes pertur- 
batrices, effets que des moyens plus parfaits d'observation 
n'ont pas tardé à faire reconnaître, et dont la loi de la gra* 
vitation rend parfaitement compte. 

Si nous ne considérons qu'une seule planète en présence 
du Soleil, en faisant abstraction de tous les autres corps du 

système solaire, l'accélération du Soleil sera — j dirigée 

de Mvers m; cellede la planète —jî dirigée en sens inverse 
de m vers M ; en ramenant M au repos ainsi qu'on la dit plus 
hautfl'accélérationdemsera (M-Hw) — ^i et comme d'autre 
part elle est représentée par l'expression (7) ou, d'après 
le n** 2, par •—> il vient 

fil) (M^-/w)/=47r~=|*. 

D'après la troisième loi de Kepler, cette quantité devrait 
être indépendante de /»; d'où il suit que cette loi n'est 

qu'approximative et que -—? ou le rapport de la masse 
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d'une planète à celle du Soleil, est dans tous les cas une 
très*petite fraction. 

On suppose ordinairement pour simplifier l'écriture 
y = I, ce qui revient à prendre pour unité de force l'at- 
traction entre deux masses égales situées à l'unité de dis- 
tance et /x = I , en prenant ainsi pour unité de masse la 
somme M-i-m, ou tout simplement la masse du Soleil, en 

négligeant la fraction -- devant l'unité. Toutefois, nous 

laisserons subsister dans nos formules jusqui nouvel ordre 
les facteurs f* et /. 

Avant d'avoir démontré la loi de la gravitation, Newton 
l'avait entrevue en partant des considérations suivantes. 
Les planètes décrivant des orbites d'excentricités différentes, 
on peut admettre que les lois de Kepler s'appliquent encore 
au cas d'une orbite circulaire, et cela avec d'autant plus de 
raison que ces excentricités sont généralement très-pe- 
tites (*) . Dans cette hypothèse appelons cp, cp' les accélérations 
qui retiennent deux planètes dans leurs orbites 5 T, T' les 
durées de leurs révolutions autour du Soleil^ R, R' les 
rayons de ces orbites : on a, d'après l'expression connue de 
la force centripète, 

,= (H)'.K. , = (^)-.H.. 



(*) S0U8 le rapport des excentricités des orbites» les planètes peuvent se 
ranger de la manière suivante : 

|0 Deux entre la Terre (e = 0,017) et Vranus (0,047)» savoir : Concordia 
(0,041) et Harmonia (o,o46), 

a» Neuf entre Sa fif/'/u? (o,o56) et Af/rr^ (0,093*). Leurs excentricités sont 
comprises entre celles 0,066 et 0,090 de Nemausa et Yesia^ 

3<> Quarante-quatre entre Mars et Afercu/'e(o,3o3) dont les excentricités 
ont pour limites 0,0976 {Parthénope) et o,203 (Bébé), 

4*^ Enfin sei«e qui ont des excentricités supérieures à celle de Mercure et 
comprises entre les limites 0,209 {/sis) et o»338 {Polymnie). Celle qui a la 
plus forte excentricité après Polymnie est Atalante ( 0/298 )• 
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d'où 

et, d'après la troisième loi de Kepler, 

ce qui est conforme au résultat obtenu en partant du mou- 
vemeût elliptique. 

4. De la pesanteur terrestre. — Si Ton fait abstraction 
de la force centrifuge due à la rotation de la Terre, la pe- 
santeur d'un corps' à sa surface n'est autre chose que la 
résultante des attractions exercéesr par tous les points du 
sphéroïde terrestre sur chaque point matériel du corps, 
résultante qui ne dépend que de la position et de la masse 
de ce corps, conformément à ce que l'expérience nous 
enseigne. L'intensité de cette force doit diminuer à mesure 
que l'on s'éloigne du centre de la Terre, et c'est effective- 
ment ce qui résulte des observations du pendule exécutées 
à diflerentes hauteurs. 

5. Des satellites, — Les satellites d'une planète circu- 
lent autour de cette dernière, toujours en vertu de la gra- 
vitation, et leurs orbites sont elliptiques à quelques inéga- 
lités près dues à leurs attractions mutuelles et à celles du 
Soleil et des autres planètes. 

Le mouvement de la Lune autour de la Terre a permis 
À Newton, à l'aide des considérations suivantes, de vérifier 
la loi de la gravitation. 

Le rayon de l'orbite lunaire qui est très-sensiblement 
circulaire, étant environ égal à 6«> fois le rayon moyen de 
la Terre, le centre de la Lune décrit en une minute un arc 
de 61020 mètres dont le sinus verse 4°*,87 représente la 
hauteur dont ce centre s'écarte de la tangente à l'origine de 
Tare d'un mouvement que l'on p<3ut considérer comme 
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uniformément varié. On a donc, en désignant par cf' Taccé- 
lération dans ce mouvement, 

4,87 =<p'. — -, 

or, 4)^7 est très-sensiblement égal à la moitié 4)9044 4e la 
pesanteur g^ à la surface de la Terre 3 on a donc 

g 60* 

?=-' . 

c'est-à-dire que g' et çi' varient à très-peu près en raison 
inverse des carrés des distances au centre de la Terre. 

On arrive également à ce résultat, en remarquant que, 
d'après le n** 3, on a, 

d'où 

f' 2^.2iiR' 27r X 40000000 l 

F"" T'^^ "" 60(39344 )^^ ""364"^ 

soit -TT-i environ. 
60» 

6. Des masses des planètes, — Soient w' la masse d'un 
satellite de la planète m\ ici le grand axe de son orbite, 
et T' la durée de sa révolution autour de la planète. La 
formule (11) appliquée a cette planète et à son satellite 
donne 

d'où, en divisant par cette même équation, 

M + »! "" a»T'=» ' 

et comme les fractions -rr» ^ sont généralement très-pe- 
tites, il vient 



M a^r^- 
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a! V 
Les rapports — ■» — étant supposés donnés par l'observa- 
tion, celte formule fera connaître la masse de la planète 
rapportée à celle du Soleil. C'est ainsi que Newton a 

trouvé —^ pour Jupiter, résultat qui diffère peu de la frac- 
tion — r- obtenue par des procédés plus précis. 

La masse de la Terre ne peut pas se déterminer par cette 
méthode^ attendu que l'inverse de son rapport à celle de la 
Lune n'est plus négligeable vis-à-vis l'unité; mais on peut 
opérer de la manière suivante. Nous verrons plus loin, en 
nous occupant de la forme des planètes, que pour tous les 

points du parallèle dont le sinus de la latitude est i/ôî 

l'attraction de la Terre est la même que si elle était 
sphérique. Pour ce parallèle le rayon de la Terre est 
r= 636455 1 mètres et la pesanteur 9"*, 79886; mais pour 
égaler cette dernière à l'attraction terrestre G, il faut l'aug- 
menter d'une fraction d'elle-même égale à â'"ô~' repré- 
sentant la composante verticale de la force centrifuge aux 
différents points du même parallèle. On a ainsi 

G ==gi= 9,81645, 
d'où, en vertu de l'équation (n)» 

M_47r^\ 

mais on a, en secondes, 

T = 86400 X ( 365i, 256374), 
et la parallaxe du Soleil correspondant au parallèle ci-des- 



sus est 



- = tang 8",6o, d'où a = 29984 '*, 
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par suite, 

— = 354592. 

Le diamètre du Soleil étant égal â 1 1 2 fois celui de la 
Terre, on déduit de cette relation que sa densité moyenne 
est à peu près le quart de celle de la Terre. 

En appelant R le rayon du Soleil, on obtient pour la 
gravité à sa surface 

ou. à cause de R = iiar, G= -v? 



(ii2)\m 

La Cjorrection que Ton devait faire subir à cette valeur 
pour tenir compte de la force centrifuge due au mouve- 
ment de rotation du Soleil autour de son axe peut être 
négligée^ car le Soleil exécutant une révolution en 25J,5, 

la force centrifuge à son équateur n'est guère que ^ de 

la force pareille à Téquateur de la Terre. 

Pour déterminer la masse de la Lune, on part du prin- 
cipe suivant dont nous démontrerons l'exactitude dans 
l'un des chapitres suivants : pour un point de la mer 
dont le rayon vecteur, émanant du centre de la Terre^ fait 
le même angle avec les rayons vecteurs de la Lune et du 
Soleil, les actions de ces deux astres qui produisent les 
oscillations de la mer sont entre elles comme leurs masses 
divisées par le ctibe de leurs distances au centre de la Terre, 
et ces oscillations sont, toutes choses égales d'ailleurs^ pro«- 
portîonnelles aux forces qui les produisent. Si donc on 
appelle w', M les masses de la Lune et du Soleil: d'^ a 
les distances respectives de leurs centres à celui de la 
Terre; tt> le rapport de la marée lunaire à la marée solaire 
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pour les positions semblables des deux astres, on aura 
m' M 

d'où^ en désignant par m la masse de la Terre, 

m à* m 

La moyenne d'un grand nombre d'observations exécutées 
dans le port de Brest a donné 

« = 2,3533 n, 

et comme on a à très-peu près 



il vient 



a = ^ooa' et ~ = 355ooo, 
m 



m 75 



Les masses des planètes qui n'ont pas de satellites ne 
peuvent être déterminées que par les perturbations que leurs 
actions mutuelles introduisent dans leur mouvement autour 
du Soleil, et dont nous nous occuperons plus loin. Le même 
procédé peut également s'appliquer aux planètes qui ont 

des satellites, et c'est ainsi que l'on a trouvé — p- pour la 

masse de Jupiter. 

Les rapports des masses des satellites d'une même pla- 
nète à celle de cette planète peuvent également se calculer 
au moyen des perturbations que leurs actions mutuelles 
apportent dans leur mouvement autour de la planète, et 
l'on en déduit leur rapport à Ja masse du Soleil^ puisque 
l'on connaît la masse de la planète rapportée à cette der- 
nière. En appliquant cette méthode au système de la Terre 

(*) Mécanique céleste, t. V, p. ao6. 
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et de la Lune, on trouve 34936 et ^j au lîeu des valeurs 

IVf fit' 

ci-dessus — • — ? qui n'en diffèrent d'ailleurs que très-peu. 

7. Des comètes. — On reconnaît que les lois de Kepler 
se vérifient dans la partie des orbites cpmétaires que Ton 
peut observer; mais, comme les grands axes de ces orbites 
et les durées des révolutions sont généralement inconnus, 
on calcule les mouvements des comètes dans le voisinage du 
périhélie comme si leurs orbites étaient paraboliques. En 
désignant parD la distance du foyer au sommet de la para- 
bole, le paramètre sera 4D1 tandis que, dans l'ellipse, il 
est exprimé par aa (i — e'). La formule (6) devient par 

suite 

_ h^ I 

® ■"" 2 D * 7^' 

Les comètes, à cause de la petitesse de leur masse, ne 
^produisent aucun effet appréciable sur les planètes; mais 
leurs mouvements sont troublés par les attractions plané- 
taires qui influent notablement sur les époques de réappa- 
rition de chaque comète, c'est-à-dire sur l'intervalle de 
temps compris entre deux de ses passages consécutifs au 
périhélie. 

En posant 

p=— , ou ç=:z-, 

l'équation (2) devient 

s[%^.dt=.r'^dv. 

D'autre part, si nous comptons l'angle v à partir du pé- 
rihélie, ce qui revient à supposer ct> c=: o, on a pour repré- 
senter la parabole 

(12) . r= ^==D(i-i-taiig'^j. 

ces'- ^ ' ' 

2 
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Portant cette valeur dans réquation précédente, inté- 
grant et pretfant pour origine du temps l'instant du pas- 
sage au périhélie, on trouve 

Les équations (12) et (i3) sont celles dont on se sert dans 
la théorie des comètes; mais, comme presque toujours Tin- 
connue de la question est v et qu'elle dépend d'une équation 
du troisième degré, on a construit, pour éviter la résolution 
de cette équation, des tables donnant les valeurs de t cor- 
respondant à celles de i^ dans Thypothèse de D = i : ces 
tables permettent de trouver Tangle \f décrit au bout du 
temps t dans une parabole quelconque, en y cherchant la 

valeur de v^ qui correspond au temps f .D *. 

8. Relation entre le temps qui sépare deux obser- 
vations d'une comète et d'autres quantités connues. — * 
Soient r', £', ^ les valeurs de r, f , u qui se rapportent à une 
seconde observation, c la corde de l'arc parcouru •, l'équa- 
tion {i3) donne 

, D^ i/2 / t;' 



ftang^H-itang'i^'j, 



d'où, en retranchant cette même équation, 

3^ __ 
^•^t = — ^ (tangp' — t^ngp) 

X j I H- tangf» tangp' -h ^ ( ^ang*'' -^ tangp)^ • 

Posant 

I -f- j (tangp H- ianï^v'Y z=nn\ 
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il vient 



i'-.=^ 



' V 2 r I 1 

-p- (tangp' — tangp) In^-i (tangp' — tang vY 1 



(«) 



= -j=^ h "^î (tangp' — tangp) 

— hi (Ungt^' — tangf') |- 

En projetant la distance de deux positions considérées 
de la comète sur l'axe de la parabole et sur une perpendi- 
culaire à sa direction et faisant la somme des carrés, on 
trouve 

c^ = (r' cosp' — rcosj')* -4- (/ sinj»' — rsinf)% 

et en remplaçant r, r' par leurs valeurs déduites de Féqua- 
tion (12), 

r» = 4D* (Ungf/ — langp)* 1 1 +^ (tang(/ •+- tangp)^ L 

= 4D' (tangp' — taDgp)*.>ïS 

d'où 

c = 2D (tangf^ — tangp) n. 

D'autre part, on a 

/• + r' z= 2D j *j + -^ (Ungt»' — tangt»)* 1 \ 
par suite 

r+r'-hc = 2DijH-- (tangp' — tangp) 1 ? 

r + r'— c==2D>2 (tang p' — tangt») 1 • 

Il vient donc enfin 

(,4) ^-f=-i=[^(r-hr'-4.c)»=F(r+r'-r)^j. 

On voit, en se reportant à l'équation (a), que l'on doit 
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prendre le signe — ou le signe 4-, selon que 

ïî (tangp' — tangp) > ou <; o j 

or, comme cette quantité est de même signe que 
„3 _ (tangp' — tangp)» = î-^ -/, 

CCS- CCS — 
2 2 

qui sera positive ou négative lorsque |/ — i' <;7r ou ^ ir, il 
ne peut y avoir aucune ambiguïté sur le choix des signes 
dans l'application de la formule (i4)* 

Cette formule, dans laquelle n'entre pas Texcentricité 
de l'orbite, constitue ce que l'on appelle le théorème de 
Lambert^ quoique Euler l'ait établie le premier dans le sep- 
tième volume des Miscellanea Berolinensia. Nous verrons 
plus loin comment on peut trouver ses équivalentes pour 
l'ellipse et l'hyperbole. 

9. Du mouvement relatif de deux points qui abattirent 
mutuellement autour de leur centre de gravité. -7- Conce- 
vons que l'on imprime aux deux points matériels m^ m\ 
qui s'attirent suivant la loi de la gravitation, une vitesse, et 
contraire à la vitesse constante en grandeur et en direction 
du centre de gravité G de ces deux points. Ce centre étant 
ramené au repos, les masses mobiles m, m\ dès lors mo- 
biles sur la droite m G m\ qui pivote elle-même autour du 
point G, décrivent des courbes semblables inversement 
situées, puisque entre leurs distances respectives x, a/ à ce 
centre, on a 

mx = /TîV et ( m + m') x = wV, 

r étant la distance des deux masses. 

Le mouvement de m est donc uniquement dû à la vitesse 
relative initiale par rapport à G et à l'accélération 

fm' . rnn 
? = — =/ 



r» *^ (/wH-w')**^ 
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dirigée vers ce centre, et qui varie en raison inverse du 
carre de la distance r à ce point. D'où il suit que, dans 
leur mouvement relatif par rapport à leur centre de gra- 
%nté, les^deux masses m, m! décrivent, dans un même plan 
et autour de ce point comme foyer commun et centre de 
similitude, deux sections coniques semblables, r^ais inver- 
sement situées. Ce cas est notamment celui des étoiles 
doubles, lorsque les forces d'attraction auxquelles elles sont 
soumises de la part des autres astres sont négligeables par 
rapport k leurs actions mutuelles. 

10. Problème de Kepler. — On désigne sous ce nom la 
détermination des coordonnées polaires d'une planète en 
fonction du temps. 

Supposant que Tangle u soit compté à partir du grand 
axe de Tellipse ou que la longitude du périhélie est nulle, 
Téquation de l'orbite deviendra 

i-^ecQ&ç 

et si Ton observq que u est compris^ntre a ( i + «),. a ( i — é)fj 
on pourra poser 

(i5) r=r:tf(i — ecmu). 

L'angle u, qui passe en même temps que l'aiiomalie vraie v 
parles valeurs o, tt, a^r, a reçu le nom d'anoma/ie excen^ 
trique de la planète. 

De ces deux équations on déduit 

(e — costt) 

COSï» = — ^ 'j 

1 — ffCOStf 



(16) / d*où 



^2"" V I— <? 



lang- = \/^tang^. 



Désignant par T la durée de la révolution de la planète et 

a. 
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posant 



2ir 



n sera la moyenne vitesse angulaire et nt le mouvement 
moyen ou V anomalie moyenne de la planète, et si l'oii 
prend le jour moyen pour unité de temps, on a relative- 
ment à la Terre 

T = 36», 9.56374, d'où n — o^Sg'S^ 

en remplaçant 27r par 36o degrés. Cette valeur de T est la 
durée de l'année sidérale ou l'intervalle de tenups qui s'é- 
coule entre deux retours consécutifs du Soleil à une même 
étoile dans son mouvement apparent autour de la Terre . 
L'équation (2) donne, eu égard à la relation (i), 



et en y remplaçant r et u par leurs valeurs déduites des 
équations (i5) et {16), 

ndt=(i — ecosu)dUf 

d'où, en prenant pour origine du temps un des passages au 
périhélie, 

(17) nt=u — esinu {*), 

Nous remarquerons que, d'après la formule {7) du n*^ 1 , 
on a 



/2*a^ = pi, 



d'où 



11. Cas ail on peut négliger les puissances de e supé-- 
Heures à la première, — L'équation (17) donne dans cette 



C^ ) On trouvera, dans mou Traité de Cinématitjue pure, p. 82, l'interpréta- 
tion géométrique de l'anomalie excentrique et une démonstration géomé* 
trique de la formule (17). 
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hypothèse, qui est admissible pour la plupart des planètes, 
(i8) a= /ir4-«sin(«^-j-«sin«) =/2f + tfsin/îf, 

et rëquation (i5) devient par suite 

(19) rs=za{i — ecosnt). 

Posant 1^ = Tïi + (î, J étant du même ordre que e, la 
première équation (i6) donne, en continuant la même ap- 
proximation, 

d'où 

(20) p=znt-^2esinru. 

Si nous considérons un astre fic^f animé de la vitesse an- 
gulaire constante n et partant du périhélie en même temps 
que la planète, il passera en même temps qu'elle à Taphélie, 
puisque pour ce point sinn;=:o, et reviendra au même 
instant au périhélie, et ainsi de suite indéfiniment. Dans 
la première moitié de la trajectoire le rayon vecteur de l'as- 
tre fictif sera en avant de celui de la planète, et il sera en 
arrière dans la seconde moitié. La quantité aesinrzt, qui 
mesure l'écart des deux rayons, est ce que l'on appelle l'e- 
çuation du centre. 

On corrige de cette manière par la considération de 
Fastre fictif l'inégalité du mouvement apparent du Soleil 
autour de la Terre dans l'écliptique. Pour corriger celle qui 
résulte de l'inclinaison de l'écliptique sur l'équateur, il suf- 
fit de concevoir un second astre fictif circulant dans le plan 
de l'équateur, passant par l'équinoxe en même temps que 
le précédent, et animé d'un mouvement angulaire uniforme; 
il déterminera ce que l'on appelle le temps moyen^ qui 
coïncide quatre fois dans l'année avec le tenrps vrai^ indi- 
qué par le mouvement réel du Soleil. 

12. Déi^eloppement des coordonnés polaires d'une or- 
bàe elliptique en fonction du temps. — > De l'équation (17) 
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on déduit au moyen de la formule de Lagrange ('^y^en po^ 
sant x = ntj 

1.2 dx I.2.3.../7I djcT*-^ 

or on a 

a sin'x==. — oosa^c + i, 
a^sin'a: = — sin 3x + 3 sin j?, 
a'sin*jr= cos^x — 4^^^^^^+ 3» 
2*sîn*ar= sinSx — $sin3j?+ losiax, 
2*8in*;c = — cos6 j: H- 6 cos4^ — i5 cosax -h 10, 

Faisant les substitutions dans l'équation précédenle, effec* 

tuantlesdifférentiations, puis remplaçantorpar nt, oairouve 

pour Tanomalie excentrique développée, par rapport au 

temps, 

f . ^ . e* 

uznnt'hesmnt'i — sin2/7r + -r'(3sin3/2r — sinntY 
a ^ 



— ^(2sin4^' — sîna/î^) 
a «o 



(^0 e 

4----^(5'sîn5«r — 3*»n3/ir+a8in/{^) 



^ 



<?• 



H r--r(3^sin6/if — a*siD4«*4- 5sioa/i/). . ,. 



n) Si l'on a en général 

» = *•+- çf(tt), 

pette formule consiate dana les développementa 
m = oo 



w -= 2 t: 



m=o 
m=Go 



c^) ^w= 2 TTix: 



«;» <P"-*[F(a?)/(ar)"] 



m=r 



m repréaentaDt un nombre entier prenant toutes les valeurs possibles de^ 
puis zéro jusqu'à l'infini. Voyez pour la démonstration de ces formules une 
Note placée à la fin du volume. 
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L'ëquaiion (i5) 



donne (*) 



r 
a 



r . . . ^ Jsin'j: 

— = 1 — tfcosj:-4-tf'sin'a:H ; — 

a 1 dx 



^2.3 do^ ^2.34 £/a:» 2.3.4.5 c/x* ^***' 

mais on a 

. . — C0S2ar + i 

i/sin'â? — 3cos3x+ 3cosx 

dx 2» 

d^ûv^x , 

— ; — r= -^2COS4^4- 2C0S2J:, 

rf'sin^x — 5'cos5 JT H- 5 . 3'cos3:c — 6. 2 cos* 

dx? 2* 

<f*siD*x — 3*cos6x-h6.2*cos4jf — 3.5cos2a:^ 

et en remplaçant x par n/, on a pour le développement 
du rayon vecteur : 

\ r é* é^ 
. = 1 — ffcos/ir— — (cos2/{f — 1) j(3cos3ii/ — 3cosnt) 

i 2 2 

^, / 
— — (cos4^^ — cos^nt) 

("){ 



j-5 (5'cos/if — 5.3'cos3/2^ + 5. 2 cos/zr) 
— ^ (3* cosGiir — 2*co$4 nt •+- 5cos2 nt)*.,* 

2 «D 

Pour obtenir le développement de l'anomalie vraie, nous 
remarquerons que la seconde équation (16) peut se mettre 

(*) Bn supposant F(») = i'Coàu dans l'équation (q) de la note pré- 
cédente. 
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SOUS la forme 

E désignant la base du système de logarithmes népériens* 
En posant 

e 

j 




et, en prenant les logarithmes dans le système népérien, 
• log(i-XE-«^=^)-log(i-XE-*^^) 

>/~ 
La quantité X étant plus petite que l'unité, les logarithmes 
peuvent se développer suivant ses puissances ascendantes, 
et en remplaçant les exponentielles imaginaires par des 
sinus et cosinus, on trouve 



P = ll + 2 



X sintt 4- — sin2« -f- r- sinSa 4- r 8in*a +. . . I ' 



Des équations (17) et (ai) on tire 

u — nt . e , «'/.*. o . % 

sin u = : — = sm nt-i — sin 2/ir -h -- ( 3sm 3 /tr — sm/iiT). 

et là formule de Lagrange donne 
sîn2tt=: sîn2/2r+ «(sinS/ir — ûnnt) -f- é^[ûn^nt — sinint) 
H — p^ (4sin;2r — 27sin3/ir + 25sin5/i^) 4- . . • , 

sîn3a = sin3/ir H- - (3sin4/z^ — 3 sin/i^) 

4- — (î5sin5/if — i8sin3/if 4-3sin/t0 
'^ 3 ^ 

-h 7- (gsinô/i^ — I2sin4 4- 3sin2;if) 



i 
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Il ne reste plus maintenant qu^à développer les puis- 
sances de X suivant celles de e. Posons à cet effet 

I 4- v^'i — ^= L, 



d'où 



L = 2 — - = e\-K 

XJ 



En développant L""'' suivant les puissances de e" par la 
formule de Lagrange (*), on trouve 

d'où 

et enfin 

5 e' 

p-\'nt+ie9mnt + jé^s\xi*int-\ — pr(i3sin/2f — Ssin/ir) 

(aS) / -H -^ — (i o3 sin 4 «^ — 44 sin /i^) 



2*. 2 



Y^p (1097 sin 5/if — 645 sin 3/îr)-h Sosin /if-h ... 

pour le développement cherché. 

Si on prend, au lieu du périhélie, pour origine de la 
loogitudeune position quelconque de la planète, il faudra 
remplacer dans la formule (23) y par v» — o), en continuant 
à désigner par co la longitude du périhélie ; et si de plus on 
prend pour origine du temps un instant quelconque après 
le passage au périhélie, correspondant à la longitude 



(^) n suffit de remplacer, dans Téquation (a) de la note du n^ 12, 
» par L, * par 2, c par c*, F(a) par L"**. 
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moyenne e, l'angle nt devra être augmenté de la constante 
t — 6) = 71/; 

6 est ce que l'on nomme la longitude de Vépoque, et / re- 
présente le temps moyen employé par la planète pour aller 
du périhélie à l'origine du temps. Les formules (17), (22)» 
(a3) deviennent alors 

(17') /ï(^4-/) = a — esina, 

r é* 
(22') -= I — tfcos/i{f-f-/) [ces 2/1 (r -H/) — 1]..., 

5 
(23') i»=:/if-Hf4-2esin/i(/-l-/)-f-'^e'sin2/t(f-H/) -h.... 

13. Expression indépendante de V excentricité du 
temps qui sépare deux positions d'une planète, — Appe- 
lons pour la seconde position r\ u\ u', t^ les quantités ana- 
logues à r, u, (^, f , qui se rapportent à la première, c la lon- 
gueur de la corde qui joint les deux positions^ et posons 

, u' — u ^ u'-^-u - 

,=^_,, --^=p, -^-^p.. 

De l'équation (17) on tire 
(a) T = -(p — ccosp,sînp), 

et de l'équation (i 5) 

(h) r4-r' = 2a(i — ecospicosp). 

D'un autre côté on a 

c» = r» -H r'» — arr' cos (p' — p) 

et, en vertu de la première formule (16), eu égard à Téqua- 
tion (i5), 

cos « — tf a ^i — e*sin u 
cos if =^ a j smp = — 9 
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par suite, 

c* = fl' (i — e cos uy -H fl' (i — e cos «')' 

— 2fl' (tf — cos u) [e — cos u') — 2fl» (i — . é?') sin u sin a', 
= afl* (i — <?*) (i — sin u sin u') -f- a» e» (cos* u -f- cos' a') 

— 2 a' cos a cos u', 

= 2«' (i — ^) (i — sin a sin tt' — cos « cos u') 
H- a» ^» (cos tt — cosa')% 

= 2«»(i — if»)(2-2cos»p)-Ha»tf'(2sinpsinp,)% 
et enfin 

(c) c* = 4^' sin» p (i — . <?' cos» p,). 

Les équations (a) et (c) donnent, par réliminatîon de ^^ 
à l'aide de l'équation [b) , 

2 /_ r^r' — la \ 

*»=4«'tai.g'PJco,»p-rîiz±±i:]Tj. 

Posant maintenant 

_ 2g--c— (r-f-rQ 2g + g — (r- H-O 

2 = — 9 «iH i i, 

nous aurons 
d'où 

C0S2P = ZZ|-^^(I Z»)(l — zj) 

et 

2p r£= arc cos s — arc cos z», 

- sin (arc cos z ) — sinf arc cos Z| ) 
langp = — ^ TUr—^ -'■* 

il vient donc pour la relation cherchée 

{d) r=:-[arccosz— arccoszi — sin(arccosz)+sm(arccos;Si)]. 
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Dans le cas d'une orbite hyperbolique, Zy z^ étant plus 
grands que l'unité, la formule [d) se trouve compliquée 
d'imïigînaires que l'on fera disparaître en remplaçant 
arc cos z et arc cos z^ par leurs expressions logarith- 
miques 

arc çoszi = -— =± Iog(3|-f' v^zj — . I ), 
et a par — « , ce qui donne 

( ±iog(3,-+-v/3;-.i)]. 

On n'affecte d'un double, signe que les termes en j^i, 
dans l'hypothèse -2 ]>«i, puisque t doit être positif. Les 
signes supérieurs correspondent à f^' — V <[ tt, et les signes 
inférieurs à v' — «^ > ^ ; car, pour j^' — t^ = o, T doit être 
nul et z = ^1, et l'on doit par suite prendre les signes su- 
périeurs, et comme r est une fonction continue de v' — f^, 
les termes en z^ ne peuvent changer de signes qu'autant 
qu'ils s'annulent, ce qui a lieu pour t^' — {f= tt, et quand 
v' — \f vient à surpasser tt, les signes doivent changer pour 
que T continue à croître. 

La formule [d) qui donne le temps, indépendamment de 
l'excentricité dans le mouvement elliptique, doit encore 
s'appliquer quand l'ellipse, s'aplatîssanl indé&niment, se 
change en une ligne droite \ elle donne alors le temps qu'un 
corps en mouvement sur le grand axe mettrait à s'avancer 
vers le foyer placé vers l'autre extrémité. Ainsi on peut dire 
qu'une planète décrira un arc de son orbite dont la corde 
est c et dont les extrémités sont à des distances du Soleil 

égales à r, r' dans le même temps qu'il mettrait à arriver 

. . r + r' -f- c 
directement vers le Soleil de la distance à la dis- 
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tance ' ^~ - ^> si elle était partie sans vitesse initiale 

d'une distance égale au grand axe de son orbite. 

De ce qui précède on déduira sans peine, en suppo- 
sant a = 00 , le théorème d'Euler démontré au n° 8, 

§ II. — Détermination des constantes arbitraires qui 

ENTRENT DANS LES FORMULES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 

14. Proposons-nous de déterminer complètement ror*- 
bite d'une planète, connaissant Tune de ses positions et la 
vitesse correspondante en grandeur et en direction. 

La formule (lo) du n^ 2 ne renferme comme inconnue 
que le demi grand axe a de l'ellipse et que l'on pourra 
ainsi déterminer. 

Soient Xjjy z les coordonnées du mobile m par rapport 
à trois axes rectangulaires passant par le centre d'attraction 
M supposé fixe.. En posant 

dy dx dx dz . dz dr „ 

c, c', d'^ d'après le principe des aireâ, seront pendant toute 
la durée du mouvement des constantes représentant le 
double de Taire A décrite pendant l'unité de temps, en pro- 
jection sur les trois plans coordonnés a: M/, a:Mz,^M^, et 
elles se trouveront déterminées par les données de la ques- 
tion. On obtiendra ainsi la valeur de A= y/c^ + c'* + d'^ 
et la première formule (9) du n° 2 permettra par suite de 
calculer l'excentricité. 

Si Von prend pour origine du temps l'instant de l'obser- 
vation, la formule (17') du n° 12 donne 

ou, d'après le n^ 10, 

ï 4- / = -7= G" -■ '^ *"•")• 

Vf* 
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En appelant Uq la valeur de u pour r = o, on a 

«/ = «0 — «siniio, 
et comme 

r = a(i — esin Wo), 

on a deux équations pour déterminer / et Uo* 

Supposons que Ton compte l'angle i^ à partir de Tinter* 
section du plan de Torbite avec le plan fixe ou ligne des 
nœuds, et soient cp Tangle compris sous ces deux plans, a 
la longitude, comptée dans le plan fixe, de la ligne des 
nœuds ; u la longitude du rayon vecteur projeté sur le plan 
fixe \ i^09 ^0 ^^^ valeurs de (^, v correspondant à l'origine du 
temps. 

Une application très-simple de la Trigonométrie sphé- 

rique donne 

— sin^cosa, sin^sina, 

pour les cosinus des angles déterminés par le plan de Tor- 
bite avec les plans xMz^yMz , et il vient par suite 

d'où l'on déduira les inconnues a et f • 

D'autre part, on a, par la considération d'un triangle 
sphérique, 

tang(g, — g) . 



et comme 



tang*».: 

COSf 



tangvirz'if 



on pourra déterminer i^o* 

Enfin on calculera la longitude du périhélie a) au moyen 
de l'équation (5) du n° 2 qui donne 

I I-htfCOS(Po — w) 

r a(i — e^) 

et les six éléments a, e, a, f , /, a> de l'orbite elliptique 
seront entièrement connus. 
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15. Méthode de GausSé — Génëralement on déter- 
mine les éléments de l'orbite d'une planète, en l'observant 
dans deux de ses positions séparées par un intervalle de 
temps déterminé. Cette recherche, qui, envisagée à un 
point de vue général, présente de grandes difficultés de 
calcul, se simplifie notablement lorsque Ton suppose que 
les deux observations sont très-rapprochées l'une de l'autre ; 
et l'on emploie alors une méthode donnée par Gauss dans 
l'ouvrage intitulé Tkeoria motus corporum cœlestium et 
que nous allons reproduire. 

Soient : 

r, r', r" les rayons vecteurs émanant du centre du Soleil 
correspondant à trois positions d'une planète; 

1^ <^ f/ <[ i/' les anomalies vraies relatives à ces positions 
comptées à partir du périhélie; 

ixp le paramètre de l'ellipse ; 

e son excentricité. 

L'équation polaire de l'ellipse donne 
P 

- 1 = tfCOSf', 

r 

^ — isrccosp', 
r 

E. — i=:tfC0s/': 

si Ton ajoute ces irois égalités multipliées respectivement 

par 

sin (p" -7 e' ), sin ( <» — p" ), sin (</ — f') , 

on reconnaîtra, en remplaçant les produits des lignes trigo- 
nométriques par des sommes , que le second membre du 
résultat s'annule, et Ton obtient, après une réduction de 
la somme de trois sinus en un produit, 

^rr^r^ûn ^ (p" — v' ) sin \{p — «" ) sin \[v^ — v) 

^ r'r'^ sin(o" — p') -h rr" siii(p — p") -+-rr' sin (p' — p) 
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On s'assurera facilement que le dénominateur de cette 
expression changé de signe, représente Taire du triangle 
formé par les cordes qui joignent les trois positions consi- 
dérées de la planète. 

Cela posé, admettons que l'on détermine par l'observa- 
tion deux positions de la planète, ou les rayons r, r"^ Fangle 
v" — {f^ le temps t qui sépare les deux observations, et que 
r' représente le rayon vecteur qui divise en deux parties 
égales l'angle formé par Tj r"*^ on a 






2 

et la formule précédente se réduit à 

4rrV^sin4(p^^— p) 

^■"/^(r+r") — 2rr" ces |(P''"-P) 
(i) \ ^r'sva}\{i/''-9) 



■(^^)- 



équation qui renferme les inconnues r' et p. 

La formule de Simpson appliquée à l'intégrale - / r^dv 

donne pour l'aire du segment elliptique limité par les 
rayons r, r", la valeur approchée 

en supposant que l'angle f^" — f^ soît assez petit pour qu'on 
puisse approximativement se contenter de le diviser en 
deux parties égales. Or, d'après la formule (9) du n° 2, en 
remarquant que p = a(i — e*), l'aire décrite par le rayon 
vecteur dans l'unité de temps est égale à V^ 5 il vient donc 

En remplaçant dans cette formule r' par sa valeur tirée 
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de la relation (i), on aura une équation qui fera con- 
naître p, par suite les autres éléments de Torbite. Mais 
comme celte équation est du cinquième degré en ^p^ poui^ 
en éviter 1^ résolution dans chaque cas particulier, on pro- 
cède par approximation, en vue d'arriver à des formules 
d^une application facile. 
Posons à cet effet 

sjp=zq, ^ = tang{45»4-\); 
on aura 

H 

I I r 



(3) 



__ I î -f-tang(45°+^) _^ acosX 



\/rT^ y/lang ( 45*" -f- X ) sjrr" cos 2 X 

(4) I ==^//[cot(45oH-XH-tang(45»-hX)l==^^. 

D'autre pari, l'équation (i) résolue par rapport à r' donne 
/5\ r'z=z cos'i y^ ^P)(rr^^ C0S2XH 



r 2 si n^ I iv" — p) v/t" cos 2 X"] 

cos Ail ~~"* ' I 

L çr^cosX J 

et Téquation ( 2), en y substituant celte valeur de r', 

3 \/pt7.COS2X 
(6) l 2 (p^^— (;)cos^l(<;^^p)rr''cOS'2X 

3~T ^ 7T 2sin»|(p"— p)\/'''-"c«sxV 

On obtiendra une première valeur approchée q^ de 

9= V^/>> si les deux observations sont suffisamment voi- 

3 
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sînes Tune de l'autre, en supposant r" = dans Vé- 

quation (a), ce qui donne, eu égard à la relation (4)9 



^• = 



t^cosi\ 



Si Ton fait g = q^-^x, x étant une quantité supposée 
assez petite pour que Toii puisse en négliger les puissances 
supérieures à la première, Féquation (6) permettra de 
calculer x et par suite une seconde valeur approchée de q. 
Mais nous n'entrerons pas dans ces détails de calcul, qui ne 
présentent aucune difficulté, et nous nous bornerons à 
donner le résultat auquel on arrive et qui se trouve com- 
pris dans la formule 

dans laquelle on suppose 



Q __ ^sin'Ki*^ — p). \/rr" ces 2 X 

L \/f*^COS2X J 
_ 2 COS*2X COS'~(p^ — P) 

^^'^ (i — 3pJcos2X ' 

et la valeur de p obtenue de cette manière sera d'autant 
plus exacte que les observations seront plus rapprochées. 
Gauss a donné dans l'ouvrage précité une autre méthode 
de calcul que nous ne reproduirons pas, et pour laquelle 
nous renverrons soit à cet ouvrage, soit à V Astronomie de 
Delambre. 

16. On peut également déterminer les éléments de For- 
blte d'une planète en se donnant les rayons vecteurs corres* 
pondant à trois positions de. la planète, et les temps em- 
ployés â parcourir les arcs qu'ils déterminent/ On est alors 
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conduit à des ëquâtiooB dont quelques-unes tie sont pas 
résolubles algébriquement ; mais cet inconvénient disparaît 
lorsque les observations sont assez rapprochées pour que 
Ton puisse développer les coordonnées des positions corres- 
pondantes en séries ordonnées suivant les puissances as- 
cendantes des inlervalles de temps écoulés, et c'est main- 
tenant ce qtii va nous occuper. 

17. Dés^eloppements en série des coordonnées d'une 
planète. — Soient : 

Xa^ joi ^0» les coordonnées d'une planète dans une 
position déterminée, par rapport à trois axes de di- 
rection fil^e passant par le centre du Soleil ; 

X, y^ z, les coordonnées de la planète dans une posi- 
tion quelconque \ 

t^ le temps qui sépare ces deux positions, considéré 
comme positif ou négatif, selon que la seconde po- 
sition est postérieure ou antérieure à la seconde; 

santés de la vitesse à l'origine du temps /, paral- 
lèles aux trois axes coordonnés. 

On a, en supposant t suffisamment petit. 



ldx\ fd^x\ t^ (d^x\ 



2.3 



L'accélération du mobile étant ~ et dirigée vers le centre 
d attraction, il vient 

(a) — - 4- i-..-=:o, 

et si l'on pose 



dr djc dy dz 

dt dt -^ dt dt 



3. 
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on déduit de cette équation par là différentiation 



d^x 3s I dx 

2.3.5 dx 



dt* r*^ j*' dt 



dt* "Xr^'dt r' **'*"/'/ 



*4- 



r* dt 



On oblîendra ainsi, en supposant t = o dans ces formules, 
les valeurs des coefficients des puissances de t supérieures 
à la première du développement ci-dessus de or, en fonc- 
tion de 

et en posant 



rj 1 . 2 rj 1,2.3 

on trouve 

/ « = «,T+3r',U, 

1 et de même 

18. Si nous supposons que Ton connaisse deux positions 
de la planète ou Xo, jr^i ^«9 30^ y^ z^ et le temps écoulé t 
supposé assez petit pour queJ'on puisse en négliger les puis- 
sances supérieures à la troisième, les équations (9) sont li- 
néaires en x',, y,, z'^, que Ton pourra ainsi calculer, et 
l'on sera ramené pour la détermination des éléments de 
l'orbite au cas étudié au n^ 14. 
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On remarquera que Ton a 

ou, en vertu des trois équations déduites de la formule (a), 
en représentant, pour abréger, par iv© la vitesse corres- 
pondant à la première observation, 

quantité qui se trouvera ainsi déterminée. 

On peut calculer immédiatement a et e au moyen de Sq^ 

s\'^ en effet, en éliminant^ entre les équations (2) et (3) 

du n® 1, remplaçant cp par -et k^ h par leurs valeurs 
du n^ 2, on obtient 

ir — — = a{\ — é^\ 

a ^ ^ ' 

d'où, en difîérentiant, eu égard à la valeur r — de 5, 



et enfin 

(.0) 



On voit aussi que les quantités ^0 et Z^, qui entrent dans T 
et U, ne dépendent que de la forme de l'orbite et non de sa 
position. 

19. Admettons maintenant que Ton connaisse trois 
rayons vecteurs ro, r^y r», et les temps f, t* employés à par- 
courir les intervalles qui séparent les deux derniers du pre- 
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mier-, les équations (9) donnent, en faisant la somme de 
leurs carrés, 

mais des équations (10) des n^ 2 et 18 on tire 
il vient donc 

On a de même, en désignant par T^, U' ce que deviennent 
T et U en y remplaçant t par t\ 

et en s'arrêtant aux termes du quatrième ordre en t^ t\ on 
aura deux équations qui permettront de déterminer 5o, s\j 
« par suite a, et e^ et enfin les autres éléments de Torbite. 

§ in. — Détermination des éléments d'une orbite 

COMÉTAIRE. 

20. Le problème de la détermination des éléments d'une 
orbite cométaire au moyen de trois observations, sur lequel 
Newton.s'est exercé le premier, et dont il n'a laissé que des 
solutions imparfaites, a occupé depuis plusieurs grands 
géomètres: Euler, Lambert, Olbers, Lagrange, Laplace, 
Legendre, qui ont proposé des formules approximatives 
d'une application plus ou moins facile. 

La méthode qui se prèle le mieux au calcul est celle d'OÎ- 
bers, telle qu'elle a été perfectionné par Gauss, à l'eccasion 
de la seconde comète de x8.i3, et c'est la seule que nous ex- 
poserons. 
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Soient {Jlg. i) : 

T, le centre de la Terre; 
N, le nœud descendant de Técl^tique ; 
S, C, deux positions contemporaines du Soleil et de la 
comète; 

R = ST, e = ^ÎTS, la distance du Soleil à la Terre et la 

longitude du Soleil ; 
p = TI, la distance de la comète i la Terre en projection 

sur Tëcliptique; 

tt = NTP,p=CTP, la longitude et la latitude de la 

comète; 
r= se, la disunce de la comète au Soleil. 

On a 



r=CS=VClVsi"=r V^p^tang^p h- K^-f- p^— attpcos [ol — ô) 

En affectant des indices o, s, a les lettres qui se rap- 
portent à la première^ la seconde et la troi&ième observa- 
tion, et posant 

P, = Mp«, cos(a,— ô,) cos p,= cos4»»9 cos(a, — Oa)cos p, = cos^'s, 
il vient 

''• - v ^Jp; ~ 2^^^°* f** ~ ^') ^- ^î 



. = i/-^-2R.Mp.cos(a,- Ô,)-f- R; 

y cos Dj 

Concevons que l'on rapporte la comète à trois axes rec- 
tangulaires Sa:, S/) Sz passant par le centre du Soleil, l'un 
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Téqua tion ( 2 ) devient 



(3) c=^a»4-^»sin^y, 

elles équations (1) 



(4J 



n/PP^ 



Nous allons maintenant chercher à calculer approxima- 
tivement la valeur de M. 

Les formules (9) du n*' 17 donnent, en conservant les 
notatious du n^ 19, 

ar» = J!oT-i-a?'pU, 

d*où l'on tire, par Félimination de x\^ 

(P) U"x, — U'ar,-f-UjCa=:0, 

en posant 

u''=:TU'— ur, 

et Ton aura deux équations pareilles entre les coordonnées 
de la comète, parallèles aux deux autres axes. 

En remplaçant les coordonnées de la comète par leurs 
valeurs déduites des équations («), on trouve 

U'^ po cos a» — U' pi cos a, 4- U pa cos a, 
= U"a, cos ôo ^ U'R, cos e, -h U R, cos 9, , 
(5) / U''' po sin ao— U' pi sin a, -h U pa sinag 
= U'^Rt sin Oo — U'R, sinô, -f- URj sinO,> 

U" po Ung p« — U' p, tang p, -h U"pa tang p, = o. 

Désignons par X, Y les coordonnées de la Terre paral- 
lèles aux axes Sx, Sy^ lesquelles sont égales à — R cosd, 
— Bsind, et par Xf, Y' leurs dérivées par rapport au 
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temps ; elles satisferont à des équations de la même ferme 
que les équations (9) du n? 17, et, eu représentant par 
et T ce que deviennent alors les fonctions T et U, on a 

x, = Xoe 4-X',.Y, Y, = T,e-f-Y',.r, 

et les seconds membres des deux premières équations (5) 
deviennent respectivement 

X. (— U'^-f- U'e — UV) H- X'. {Vr — U'^r') = L, 

T. (— u''-^ U'e — U'^e') -^ r, (U'r — u-'r') :^ V-, 

or on a, en s'arrètant aux termes du quatrième ordre (17), 

3/-J rj \ • ri 3rJ SrJ 



U=/— 
U'= i'— 



d'où 



6ri 

il 
6ri 









et de mSme, en appelant S TëquÎTalent de 5 pour la Terre, 






e'= I — 



4»i 

t'* S,t" 



Tf = / 



4RÎ ' 4r:' 



T'=/'— 



/" 



s,*'» 



4Rr 4aî' 



Substituant ces différentes valeurs dans L et h\ négli- 
geant les termes du cinquième ordre et posant 



_ «^ (i'- r I . 



^ = "-^l^|.l-Ri-<^.-^')(S--|i)]' 



U »î 
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oo trouve 

or Xo H 5 — • X', , Yo H r— • Y'^ représentent, aux termes 

du second ordre près, les coordonnées de la Terre au bout 

du temps * ^ ■ compté à partir de la première observation; 

Si donc on désigne par R^ et 9' le rayon vecteur du Soleil et 
sa longitude à cet instant, et qui seront donnés par les 
tables, les formules (5) deviendront 

[ U"p« cos «0 — U'p, cos a, + Upa cos «a = — WR' ces 0', 
(6)|u''po sinoo — U'pt sina,4-Up, sina,=>- WR' sinO', 
( U"po tang p« — U'p, lang p, -H Up, tang p, = o. 

En divisant Tune par Tautre les valeurs de Vp^^Wp^ 
que l'on tire de ces équations, on trouve 

/.\ P«_^jy£_ *«Pg^sin(6^->«t) — tangp,Mn(Q'— g,) U^ ■ 
^'^ p. langpjsintô'— a,) — tangPiSin(Ô'— «,) U * 

Si les observatioits sont suffisamment rapprochées, on 

U" t^^t 
pourra prendre approximativement — = ; M se trou- 
vant déterminé, les équations (S) et (4) ne renfermeront 
plus que Tinconnue u. 

Cette inconnue se déterminera par tâtonnements, en 
cherchant à faire satisfaire les valeurs (.3) et (4) de c 
et To, Tt à Téquation (4) du n^ 8^ qui devient, danss le cas 
actuel , 

en employant le signe — pour le second terme du sècoad 
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membre, attendu que, d*après l'hypothèse sur laquelle est 
basée la détermination de Torbite, t'^ correspond à un espace 
angulaire moindre que i8o^. 

La quantité u étant connue, on en déduira la valeur 
de /9o9 par suite celle de p^. 

21. Soient maintenant 

^09 ^s les longitudes héliocentriques [*) de la comète 
dans la première et la troisième observation ; 

$09 ^s les latitudes héliocentriques correspondantes^ 

i^o)^» les longitudes dans Torbite: 

/ Tinclinaison de Torbite sur Técliptique pouvant prendre 
les valeurs comprises entre o et 90^, en distinguant les 
mouvements direct et rétrograde; 

(ù la longitude du périhélie; 

D la distance du Soleil au périhélie. 

On trouvera les coordonnées héliocentriques de là comète 
au moyen des formules suivantes : 

po ces { «0 — 0o) — Ri = /"• COS ^0 CCS (>i — Gt), 

p« sin («i — Oq) — r, cos ^i sin (>« — Oo), 
f>otangPo=''osin^,; 

pa cos (a, — 6,) — R2= Ta COS ^a COS (Xa — Ôa)> 
pa cos (aa — Oa) = ''a COS^a sin (>a — Oa), 

patangPa = rasin5a. 

On déterminera la longitude ti du nœud et Finclinaison 
de Torbite à Taide des formules 

± tang ^« = tangi sin (>« — ft ), 

. , tangua — tang^o cosf>2 — \) , . /^ ^ » 
dz— ^-î — . ,f , , i=langicos(>o — a); 

sm ( ).a — Xo ) 



(*) Nous rappellerons que le mouyement d'une planète ou d'une comète 
est dit héliocentrique ou géocentrique selon qu'il est rapporté au Soleil ou au 
globe terrestre, chacun d'eux étant considéré comme fixe. 
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le signe supérieur est pour le mouvement direct, et le 
signe inférieur pour le mouvement rétrograde. 

On aura, pour calculer les longitudes dans rorbîte, 

î^?ii^î^ = ung{..-a), 

cos l ^^ ' 

tang(>, — a) 

— ^^-^ ^-= tang (Pa — Q , 

ces / ^ ^ '' 

et, pour déterniiner (ù et D, 

I I I , . 

-= = — -cos-(p. — w), 
\f7. ^D 2^ 

2_i_ i -. ^ ==-— sm j(f'5 — w)î 

équations qui se déduisent de celle de la parabole. 

Nous ne nous arrêterons pas aux démonstrations de ces 
différentes formules, en raison de leur simplicité même. 
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CHAPITRE IL 

DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES. 



§ I. — Équations DirFÉREirTiELLBs pu mouyemeut d'un 

SYSTEME DE POINTS MATÉRIELS SOUMIS A LEURS ACTIONS 
MUTUELLES. 

22. Soient M, m, m\ tii",.,., les masses de plusieurs 
points matériels qui s'attirent mutuellement, proportion- 
nellement à leurs masses et en raison inverse du carré des 
distances, et proposons-nous de déterminer les équations 
du mouvement relatif des masses m, m', m'',..., par rap- 
port à trois axes rectangulaires de directions fixes Mo:, Brl^, 
Mz passailt par le point M. 

Soient or, y, z les coordonnées du point m, et r sa dis- 
tance à l'origine M ; pour une autre masse nous emploie- 
rons les mêmes lettres, mais accentuées de la même manière 
que la lettre m qui représente cette masse. La distance de 
deux des masses m, m\ m'\. * •? sera indiquée par la lettre p 
atTectée respectivement en haut et en bas de l'accentuation 
de ces deux masses. 

Pour arriver au mouvement relatif cherché des masses 
m, m', m'',..., il faut concevoir' qu'on leur imprime ainsi 
qu'à M une vitesse et une accélération égales et contraires 
à celles de ce dernier point qui se trouvera ainsi ramené au 
repos. Or, en supposant f=i conformément à ce que 
nous avons dit au n*^ 3, l'accélération de M est la résul- 
tante des accélérations -,? -Tj»*"» dirigées de M vers m, 
m',..-> celle de m se compose de - ? ^^ _,.,., dirigées 
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respecÛTement de m yçrit M, m', m^\.., \ on a donc 



(0 



rf'T 


M X m X 




dt' ~ 


~'r'7~r''7 . 






m' x' m' 


x" — X 




e" 




m" x" m" 


x' — x 




?" 



Si Ton donne au signe "V la signification connue de^om/ne, 
que l'on pose 

(.) K = 2«'(^-^^^±^?^^)' 

et comme aux deux n°* 2 et 3 



il vient 



(3) 





f* = 


= M + /w, 


\ 










&5_ 




et 


de même 






















dt' ^ 




rfR 

dz 



Pour obtenir les équations relatives à m', m", m^\.,,, il 
suffira d'accentuer convenablement^, r et les coordonnées 
X, J'y z dans les précédentes, et c'est sous. cette forme que 
ces équations permettent d'aborder le problème des pertur- 
bations des planètes. 

Si l'on pouvait intégrer ces diverses équations, elles don- 
neraient les coordonnées des points m, m\ m^^,..., en fonc- 
tion du temps, et l'on pourrait ainsi déterminer à chaque 
instant la position de ces points; mais malheureusement, 
dans l'état actuel de la science, cette intégration est impos- 
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sible (*), même dans le cas simple où Ton ne considère que 
trois corps M, m, m\ et Ton ne connaît qu'un petit nombre 
d'intégrales de ces équations fournies par les principes du 
mouvement du centre de gravité, des aires et des forces 
vives, intégrales que l'on peut par conséquent établir direc- 
tement, et cVst ce que Ton a de mieux à faire au point de 
vue de la simplicité. 

23. Soient ^^ n^, ^ les coordonnées de M rapportées à 
trois axes fixes dans l'espace, parallèles à Mo:, M/, Mz; 
les coordonnées de M étant a: 4- Ç? X + ^> ^ "+" f î on a, 
d'après le principe de la conservation du mouvement du 
centre de gravité d'un système matériel uniquement soumis 
à ses actions mutuelles, 



M^-Hy«^'^^-^«^ 



d'où 

(«) 

et en intégrant. 



d^i Z'^W 






( * ) En suivant à très-peu près la méthode d'exposition adoptée par 
M. Hoûel dans sa thèse pour le doctorat, nous ayons reproduit dans une 
Note placée à la fin du Tolume les théorèmes remarquables auxquels sont 
parvenus MM. Hamilton et Jacobi en cherchant à réduire les difficultés que 
présente Tintégration des équations de la dynamique. Nous avons terminé 
cette Note en indiquant Tapplication que Von peut faire de ces théorèmes au 
calcul des perturbations des planètes. 

Nous regrettons que les limites que nous avons assignées à cet ouvrage ne 
nous permettent pas de reproduire le beau travail de M. Bour sur le pro^ 
blême des trois corps, et pour lequel nous renverrons aux 36^ et 37* cahiers 
du Journal de l'Étfole Polytechnique. 
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a et i élanl deux constantes arbitraires ; on a de nrême, en 
représentant également par a\ 6', a"^ h" quatre autres 
constantes arbî iraires, 



M + 2^ 



24. Le principe des aires appliqué au mouvement relatif 
de m, m',..., par rapport à M donne, en remarquant que 
les forces dues à Taccélération de M prise en sens contraire 
fournissent seules une somme de moments qui ne s^annule 
pas, 

ou, en remplaçant — ? — par leurs valeurs tirées de l'é- 
quation (a) et de son analogue relative à (*, 

VI / d^a: dH\ ^""^ ^ dH S'"* ^ rf«x 
d'où, en appelant C une constante, 



mt 



2/ dx dz\ ^ v^ fife ^ ^71 <ip « 

\ dt dt / .. ^^ ' Ji^ dt ^. v^ ^ di 



4 
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équation qui peut s'écrire ainsi : 

On obtient deux équations analogues en prenant Mx, Mz 
pour axe des moment^. 

25. Le principe des forces vives donne, en appelant w la 
vitesse de m dans son mouvement relatif par rapport à M, 
et h une constante, 

et en remplaçant— > — » — par leurs valeurs en fonc- 
tions de Xy y y z déduites des équations telles que (a), et 
effectuant l'intégration, 






et enfin 



2 



dt^ 
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Cette int^rale première et les six autres que nous avons ob- 
tenues aux n^' 2S et 23 sont les seules que Ton ait pu tirer 
des équations (3) réunies aux équations semblables rela- 
tives aux masses m, m^ //i'^,..., et dans cet état de choses 
on est obligé, pour arriver à des résultats utiles pour l'As- 
tronomie, d'avoir recours à la méthode d'approximation 
due à Lagrange, basée sur la variation des constantes arbi- 
traires, et que nous allons maintenant exposer. 

§ IL — Théorie des FEiiTUEBATioifs des planètes. 

26. Le problème que nous nous proposons maintenant 
de résoudre ne consiste pas à déterminer, même approxi- 
mativement pour une certaine période, la forme de la tra- 
jectoire de la planète troublée, mais les éléments des ellipses 
que tendrait à décrire successivement la planète si, à chaque 
instant, les forces perturbatrices venaient subitement à s'an- 
nuler. La trajectoire n'est alors autre chose que l'enveloppe 
de ces ellipses, ou encore, si l'on veut, une ellipse qui se 
déforme à chaque instant en changeant de position. 

27. Méthode de la variation des constantes arbitraires, 
— Reprenons les équations (3) du numéro précédent 





/ d'œ fix dK 
[ dt' ^ r^ "^ dx' 




(0 


\ dt' r^'^ dy ' 






Id^. ^i dK 
\ dt* /•» dz 




et soient 


dr dr 


_dz 
'^di 



les composantes de la vitesse w du mobile estimée suivant 
les trois axes coordonnés. 

4 
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Les équations précédentes sans seconds membres, et par 
conséquent relatives au mouTement elliptique, donne- 
ront six intégrales premières et complètes que Ton pourra 
combiner entre elles de manière à en obtenir six autres 
qui ne renfermeront chacune qu'une constante arbitraire. 
Soit 

{a) «• = F(a:, ^, z, w'^ff'^, «',) 

l'une de ces dernières intégrales supposée résolue par rap- 
port à sa constante arbitraire a^* 

L'élément wdt de cbemin, décrit pendant le temps dt^ 
sera commun à l'orbite troublée et à Tellipse dans laquelle 
elle se changerait si la fonction perturbatrice R venait tout 
à coup à s'annuler, ellipse à laquelle. est censée corres- 
pondre l'équation («), et pendant cette durée la même équa- 
tion sera satisfaite par les deux trajectoires. Mais au bout du 
temps dt^ la vitesse estimée daiis le mouvement elliptique 
a reçu, pour devenir la vitesse réelle, un accroissement 
géométrique mesuré par Taccélération élémentaire due aux 
forces perturbatrices, ce qui correspond aux accroissements 

-T— at, ^— dt^ — - at donnes aux composantes w, , wy , w, 

de la vitesse. Il suit de là que la quantité a^ ne peut plus 
être considérée comme constante quand il s'agit du mouve- 
ment troublé, et qu'au bout du temps dt^ elle a subi la 
variation, . 

, ,, ' fdûo ^R dûo dK doo dK\ ^ 

On peut mettre cette équation sous une autre forme qui 
permet d'exprimer très-simplement les variations des élé- 
ments elliptiques. Â cet effet on substitue aux dérivées par- 
tielles de R par rapport aux variables a:, j^ z, ses dérivées 
relatives aux six constantes arbitraires ^o , ^i , /Zt , As , ^4, 
«5, «a, introduites par l'intégration des équations (i) sans 



DE MÉCANIQUE CÉLESTE. 53 

second membre, et en fonction desquelles on peut conce« 
voir que l'on ait exprimé ces trois variables ainsi que tv^p, 

On a 

^_ rfR fl&i, £5_o dK dat rfR_« dK dat 
dx dai dx ày "^ dai dy dz dai dz 

en représentant, pour abréger, par a/ Tune quelconque des 
six constantes et par la notation symbolique S la somme 
des termes obtenus en donnant successivement à l'indice i 
ses six valeurs. 

Si l'on substitue ces expressions dans l'équation (^), on 
trouve 

/^fl — S /^— — -♦- — — -4- — — ^ — dt 
* \dwx dx dfVy dy dw^ dz ] dai 

Or, la fonction R étant indépendante de w„ w^, w„ ses 
dérivées par rapport à ces trois variables sont nulles, ce 
qui donne 

^ dK dat „ rfR dat _, dK da^ 

Multipliant la première de ces équations par ^ dt^ la 

seconde fSLr~dt, la troisième par — dt^ et retranchant 

la somme des résultats obtenus de la valeur précédente 
de Jâo, on trouve 

(2) da,=:S,{a,yai) — dt, 

en employant la notation symbolique 

. elûo dui da^ dai 

}'^''^^''^d^^d^~d^ d^s 



da^ doi 
'*" r/«> dx 


da^ dOi 
dy dfVj 


doq dai 
dwg dz 


da^ dat 
dz dwg 



54 TRAITÉ ÉLÉMBlIfTAIllS 

en venu de laquelle on a 

(A') {«,, ai) === o, (ûTo, ûi) == — («I, a,). 

L'expression cî-dessus de dûQ est remarquable en ce sens 
que les coefficients des dérwées partielles de K y de- 
tiennent indépendants du temps après la substitution des 
valeurs de x\ y^ z, w^^ w^, w, relatives au mouvement 
elUptiijue exprimées en fonction des constantes a,- et de t. 
En effet, on a, en différentiant par rapport au temps, 

da^ liai dtii da^ doi da^ dg^ dai 

d ( ^0 ai) t= - — d- — « V- -i- :,- « -; T- « -7— 

^ dw^ dx dwg dx dx div^ dx da^x 

dao dni drti da^ doi da^ da^ dai 

dwy dy dWy. dy dy dwj dy dw^ 

da^ dai doi da^ dai da^ dn^ dai 

dwg dz dwjt dz dz dwg dz dWg 

Or, en posant i-=: V, on a, dans le mouvement ellip- 
tique ou d'après les équations (1) sans second membre, 

^^^ dt '^ dx' dt "^ dy^ dt '^ dz' 

D'autre part, a^ est une fonction de f, x^y z, w,, w^, 
tv,5 les coordonnées or, y^ -z varient avec t en satisfaisant 

,. . dx dy dz » , 

aux conditions Wj^ = -7- » iv^ = -f-» w, = — > et les vitesses 
dt ^ dt dt 

Wjc, tv^, tv, varient aussi de manière à satisfaire aux équa- 
tions (a). Il vient donc, eu différentiant par rapport au 
temps, 



dx 


d-'a^ 
dx dt 


+ 


d^a, 
dx^"" 


x4- 


d^ao d'à, 

, . «V -t- -. — T ^^* 
dx dy ' «07 dz 








H- 


d'à 
dxdi\'s 


dx 


d'à. 
dxdwj. 


dW d'à, 

dy dxdiVg 


d\ 
dz 



Mais ao étant Tune des constantes arbitraires introduites 
par rintégraiion des équations (i) sans second membre, 
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sa dérivée doit être identiquement nulle pour les va- 
leurs (a) de — r^î — r^^ — t-^î ce qui donne 
^ ' dt dt dt ^ 



(P) 



' da^ da^ da^ da^ 






et, en y faisant varier or, 

d^a d^a^ d^Og d^a^ 

dldi'^'dl^ "^^ ^^^ "*> ■*■ d^"^' 

d'à, dV d'à. dY d'à. dV 

dxdwg dx dxdwy. dy dxdw. dz 

. da. d^W da. d'V da. d^V 

ek^'g dx' d(Vj. dx dy dw, dx dt 



= o: 



par suite la valeur ci -dessus de d-^ devient 

^'' dx \d(Vg dx^ dwy dxdjr dw, dxdzj 



da 



Si maintenant on différentie -^ — par rapport au temps, on 



trouve 

d—— ( ^'^* ^'^* ^^g» ^'^0 

dtV:t \dtdi^x dxdfVx * djrdwy ^ dzdw^ 

d'à. dV d'à, dV d'à. dY 



dwl dx dwydtvjf dy dw^dw^ dz 



\ du 



Mais Tidentité (|3) donne, eu la différentiant par rapport 
à iv^ et en remarquant que V est indépendant de cette 
variable, 

d'à. da. d*a. d'à. d'à. 

di/tfgdt dx dxdi^g ' dydwg ^ dzdw. 
d^a.dY d'à. dY d'à. dY 



dw'x dx dwjdwg dy dw.dwj^ dz 
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par suite, 

^^ dw^ dt 

En substituant dans Texpression ci-*dessusde d[a^^ a.), 
les valeurs (7) et [d) et celles qui en dérivent, soit en y 
changeant ao en a/, soit en y permutant les lettres x, y^ z^ 
on trouve que cette différentielle est identiquement nulle, 
ce qui démontre la propriété énoncée. 

Avant d'aller plus loin, nous allons établir une formule 
ayant pour objet de donner les expressions des quantités 
(ao, ai) sans qu'on soit obligé d'exprimer chacune des 
arbitraires a,- en fonction des variables x,y, z, iv, , iv^ , w,, 
ce qui pourrait entraîner des éliminations compliquées. 

Supposons par exemple que Ton ait 

il vient, en distinguant par des parenthèses, quand il y a 
lieu de le faire, les dérivées partielles des dérivées totales, 

dai / da\ dût da^ dai da^ da, da^ 

dx \dx ) duy dx da^ dx da^ dx 

dtti / dai\ dai dox dai doa da, da^ 

dw^ \dwg) doi dwg dût dw^ da^ dsv^ 

et en substituant dans Téquation (A) ces valeurs et celles 
•qui en résultent en changeant x en ^ et z, et d en ao , on 
trouve 

(B) (a., ai) = [ao, a,J4-(ao, fl.)^^4-(«o,ûa)^^+(ao, «s)^» 

formule dans laquelle (ao> a,) représente la valeur de 
(^0 9 ^1) obtenue sans égard à la variation des arbitraires 
iix , at , ^9 9 considérées comme constantes absolues, et qui 
permettra de calculer facilement (ao, a,) lorsque les arbi- 
traires seront immédiatement données en fonction des va- 
riables 07, y, z, w, , w^ , ^n . 
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28. uipplication de la méthode de la variation dès 
constantes arbitraires aux perturbations des planètes, — 
En supposant (n^ 3), pour simplifier, /x=^i9 nous avons 
trouvé aux n^' 2 et 14, pour les intégrales du mouvement 
elliptique, 

(3) . 

r=fl(i — ^cosm), r -h /==«'(« — ^siDtf)^ 

r= -♦ 

ï H-^cos(i' — Pi) 

Dans la dernière de ces équations, i^i désigne la longitude 
du périhélie, relativement à la ligne des nœuds prise pour 
origine des angles i^^ nous réservons la lettre co pour repré- 
seuter la longitnde du périhélie, par rapport à une autre 
droite comprise dans le plan mobile de l'ellipse, et que nous 
définirons plus loin. 

On a de plus les relations 

tangT=.Y_ , tanga=:~-, 

^»= c^-f. c'^+c"»= a' (ï — e»). 

Nous choisirons provisoirement pour les six arbitraires 
introduites par Tint^ration des équations du mouvement 
elliptique, a, /, v'i, et les quantités k, f, a substituées aux 
constantes c, c', c'^ auxquelles elles sont liées par les équa- 
tions (4), mais que nous conserverons transi toirement 
pour faciliter le calcul des quinze combinaisons (^o, a.) 
entre les six arbitraires ci-dessus. 

Pour rendre plus claire Texposition de ce calcul, nous 
allons établir sous la forme de lemmes quelques propriétés 
relatives à c, c , c'', qu'il nous est utile de connaître. 
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LsMME I. — Toute fonction ai des constantes c, </, c" 
satisfait à Vé<fuation 

dwg dwj. dWf 

On a en effet, en vertu des deux premières équations (3), 
dai de' , doi de'' dai 



doi 
dwg 



dai de 
de dwx 



de' dw, ' dd' dw^ "^ ^ de 



dai 
'de'' 



et en substituant cette valeur et celles qui en dérivent pouf 

-r-^» -7-Î-» dans le premier membre de Téquation ci-dessus, 

on trouve qu'il devient identiquement nul. 

Lemme n. — Faleurs de quelques-unes des combinai-- 
sons qui renferment les constantes c, </, é. 

La détermination des combinaisons suivantes ne présen- 
tant aucune difficulté, il nous a paru suffisant de désigner 
les équations qui, en outre de (A) et des trois premières (3), 

ont servi à les former, 

Formules employées» 

(c, c) = c", (c, c") = — c', («:', c") = c, 

(a, e) = o, (a, d) = o, (a, c*) = o. 



(c, *) = (c,o')- + (c,c') 



(c',*) = (c', c) -4-(c',c')-=:o, 
(c*,*)=(c«,c)î+(c',c')^ = o, 
(., c)=(c',c)Sh-(c",ç)^,=- 



(e, ç) = (c,c') 



de' 



de' 



.(c,c") 



de" 
d(f 

dp' 



(B), (A'), 3* éqiiat. (4) 



» 2* équat. (4) 
» i'*équat. (4). 



Nous déterminerons plus loin les valeurs des combinaisons 
dans lesquelles entrent c, c', c/' avec ^i. 



DE MtcmiQUE CÉLESTE. Sq 

29. Combinaisons qui ne renferment ni i ni ^4. — Si 
Ton applique la formule (B) à la dernière équation (4)9 en 
ayant égard au second lemme ci -dessus, on trouve 

(«, k) = {«, c) — + [a, c') -p -h (û, c'*) ^ = o, 
et l'on obtient de même 

(fl, (p) = o, 
(fl, a) = o, 

(5) ^(„*) = (c,/)J-H(c,*)g^-(c^x•)^ = o, 

(a,/) = (c',*)^+(c",*)^=o, 

30. Combinaisons entre leta^h^tf^a. — En reuiplaçau t 
dans la septième équation (3) u par sa valeur tirée de la 
précédente, on obtient un résultat de la forme 

(0 / = — f-hF(«, X-, r), 

d'où, en considérant a et A: comme constantes et en obser- 
vant que t*==x* + jr* -h 5*, 

dx dr €ix r dr 

et Ton a deux équations pareilles par rapport k yelz. 

La formule (B) appliquée à Téquation (e) donne, par 
suite, relativement à l'une quelconque fl; des quatre con- 
stantes a, hj (f , ce, 

,, t / fiai doi dai\ i dl 



en remarquant que / est indépendant de w„ w^, iv,, et que 
dl ,, , dl 



le terme (a^ a,) — -h (hj «,) — est nul en vertu des équa- 



tions (5). 
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Le premier lemme du n^ 28 étant applicable à f , a, A:, 
qui ne dépendent que de <?, c/, c!\ la formule ci-^ssus 
donne immédiatement 



(6) 



((^, ?) = o, 



(/, a)=0, 
(/, ^) = o. 

De la quatrième équation (3) on tire 

f da da , da 

dw^ " dwj. ^^ dtv, 

d*où, en supposant a,- = a dans la formule (Ç), 

/i \ 2ii« ,41 .dr dl 

et comme Téquation (e) donne 

dl dt 





dr~ dr* 


il vient 




(7)- 


(/,«) = -aa- 



31. Combinaisons qui renferment y^, — Eu rempla- 
çant e par sa valeur tirée de la troisième équation (4)) la 
dernière équation (3), résolue par rapport à i^i, donne une 
expression de la forme 

(0) v^ = v—f{a, kyr)y 

dans laquelle on devra considérer v comme une fonction 
de f , en vertu de la relation 

z 

U) smpss ; ? 

^ ' rsmy 

obtenue en projetant r sur Taxe des z* 

Des deux équations précédentes on déduit, en remar- 
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quant que /^ = a:* -h j* -H i?*, 

f \ ^^ *2 ^ X^ .^^ _ 


F^-'Z^ 


^\dx /^siofcosf'' dy r^ûa^cosv dt" 
dv zcosip dv / dz' dr\ 


" r'sinf cosf' 

I 


\ df rsin'^cosp dt \ dt dt ) r^ sitiff coiP 



Lemme. — Des combinaisons dans lesquelles entrent c, 
t/^cf^ et Ui. 

La formule (B), appliquée à Téquation (d), donne, en 
ayant égard à la formule (i) et à celles des n^" 28 (lemme II) 
et 29, 

On calculera les premiers termes des seconds membres de 
ces équations en appliquant la formule (A) à la dernière des 
équations (3), résolue par rapport k cos ((^ — i^^), dans la- 
quelle on devra considérer les arbitraires comme des con- 
stantes absolues, et Ton trouvera de cette manière 

(p„ c ) = o, 

^ (p„ c") = --^ 4- (y, O ^. 

^ * ' rsmfcosf^ ^^ ' rfy 

Il est inutile de développer davantage ces formules pour 
Fnsage que nous devons en faire. 

Cela posé, pour calculer (i^i, a), nous remarquerons que 
a étant uniquement fonction de cf, {/\ Texpressicm {t^i^à) 
obtenue en considérant ces deux arbitraires comme des 
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constantes absolues est nulle; on a donc, eu ayant égard à 
la seconde équation (4) et aux formules (X), 

{,.c')-^+(„.")^,J-; 

mais dans cette expression, d'après le n° 29, le coefficient 

de -r- n'est autre chose que 
dff 

il vient donc, en tenant compte de la première des for- 
mules (x), 

, . ces' a (c"X'\'c'y) I zoos» 

{Vxy a) = : i î -4- --—, . , ^ — ? 

/'Siiif cosp r* Arsifif rsin'fcosp 

ou, en remarquant que 

ces 9 ccos*« 

et que Ton a 

ez -f- r'/ -4- c'^x = o 

pour Téqualiondu plan de l'orbite elliptique, 

(8) (-„a) = o. 

Considérons maintenant l'uûe quelconque a«- des deux 
arbitraires a et k^ et appliquons la formule (B) à l'équa- 
tion (S), en observant que 

d'après le n^ 29. On a, en opérant comme au n^ 30 et eon* 
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sidérant i^ comme une arbitraire fonction de f , 

( dai doi daA \ dv, dv^ 

(dv dai ^^ d^i d*^ doi\ \ d^ 

did^'^d^diiÇ'^di d^J '^ ^'^' ^'^ 5^' 

ou en vertu des équations (x), 

* ' ' \ dt\^g dwy duc^J \ r dr /-^sm^cosp/ 

1 dai . / x^*'» . r \^^ 



rsin^cosp dw^ *' da ^^' * dt^ 

Si Ton suppose d'abord ai = a, les équations (yj) et (x) 
donnent 

£/a 4a da dr 

dtVg dtVj d(Vt dt 

z [ da da da\ i da 

[x — ^+ r hz I : 

r* sin ff ces p \ rffv, «/«y ^«»« / r sin y ces p c/w, 

an' / €/z dr\ dv 

r^ sio f ces f \ fl& rfif / ^ ' 

et comme (f 9 a) 5=3 o, on a 

///P dv\ 

ou, diaprés la première équation (x), 

(9) {v,,a) = o. 

Si nous supposons maintenant ai = A, en ayant égard au 
premier lemme du n^ 28 et aux valeurs (a, A) =r o, (cp, A") = o 
obtenues plus haut, on trouve 

(10) (i»„^) = — I 
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De la relation 

cosç = î 
on tire 

d'où, en vertu des équations (X) et (lo), 
(n) („.,„^_î:2il. 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à déterminer la va- 
leur de (f^, /). D'après l'équation (e), / est une fonction de 
f, fl, k^ et de la variable t^, que l'on peut considérer elle- 
même comme une arbitraire^ et Ton a par suite 

(p„ /) = (!.„ r)~+(p„fl)~-f-(p.,/)—, 

OU) d'après les équations (9) et (10), 

K/)=(p.,r)_--. 

D'autre pan, l'équation (6) donne x®: 

en remarquant que 

dont la valeur est nulle (28, 1'''' lemme); 2^ en ayant égard 
aux équations (yi), 

da dr da dr da dr 

* ' ' dwjt dx dwy, dy dw^ dz 

r at 
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il vient donc 



et 



drdv, 



, ,^ drdl dvi dl ^dp^ 4i 

^ " ^ dt dr da dk da dk 



en remarquant que Téquation (&) donne 



dl^^dt 
dr dr 



dl da 



Si pour — » — on substitue leurs valeurs tirées de la 
septième et de la huitième équation (3) mise sous la forme 

COS(«' — •'1)=: » 

er 
en 7 regardant e comme une fonction de a et i, on trouve 

32, Expressions des variations des constantes arhi^ 
traires. — Sidànsréquation(a) on substitue successivement 
à flo 6t Oi les quantités a, /, X", (^1, a, <f en ayant égard aux 
valeurs (5), (6), (7), |8), (9), (10), (11), (la) ci-dessus, 
on trouve 

«/ 
da 



(.3) 



rfX = — - dt. 
dp, 



\dk k dff) ' 

ï dR . 

Ar sm f ^f 

, coto^R , ï dK j 

dff = — -X —-dt-^ -r-, — -r- rf^ 
^ k dp^ k sm ç aa 
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33. Formules qui expriment les variations des éléments 
elliptiques. — Soient (fig» 2), sur une sphère d'un rayon 
égal à Tunité ayant pour centre celui S du soleil : 

N, ]N^ deux positions consécutives du nœud ascendant de 

l'orbite, 
P, P' les périhélies correspondants, 
I Tintersection des deux plans consécutifs de TorLile, 
0) la longitude du périhélie comptée à partir du point I. 

On a 

(f*) rfû>=IP' — IP = N'P'— UP-HIN'— m=rfi', + coSfrfa. 

Cette formule subsistera encore en prenant, au lieu du 
point I, pour origine des angles co, un point quelconque de 
l'orbite assujetti à cette condition que deux positions consé- 
cutives de ce point coïncident, en rabattant Tun sur l'autre, 
autour de leur commune iniersection, les plans correspon- 
dants de Torbite. 

Maintenant, si Ton fixe Forigine du temps à un instant 
quelconque après le passage au périhélie, correspondant à 
la longitude moyenne s, on a (12) 

n/ = c — fi», 

et en remarquant (10) que n = a * , 

3(f — «) 

(v) </t = c/» -+- ndl ^ -' da. 

^ ' 1 a 

Enfin, de la relation ^ = V«(i — <?*) on tire. 



(g) ife=: ^ — dk-^ d4i. 

Gela posé, on peut substituer aux arbitraires /, Ar, |/|, 
celles e, e, cd, quç Ton (toosidère dans le mouvement 
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elliptique, et nous allons chercher ce que deviennent alors 
les formules (i3). En représentant provisoirement par 

I T7" r I "J" P^*^^"v^^*P^'*^î®l'^s,parrapportàaeta(*), 

qui se rapportent au second choix d'arbitraires, pour les 
distinguer de celles qui se rapportent au premier, ou a 
Tidentitë 

dK = -j-da + ^--jdi^-j- dA -\-^— dv,-{- -—doL-^^y^do 
da dl dk dvx da d(f ^ 

et en y substituant les valeurs (fA)) (v), (|), puis identi- 
fiant les deux membres, on obtient 



dK __ f'^Rl i — e' rfR 
da L ^^ J ^^^ ^ 


3(s — «)£/R 
1 a de 


dK dK 
dl='' d.' 




dK anyl\r—e^ dK 
de ^ e de'* 




dK dK dK 
dPi ds dti 





dK rrfRT /dK JR\ 



Si l'on remarque que n' :^ a~', h = ^a{i — ^•), et que 
Ton suppriiae le çignef ]f Revenu maintenant inutile, le» 



(*) On est obligé de faire cette distiDction en raison de ce qne parmi les 
ancieniMa arbitraires f ne Fqii ooosene» tf et a sont les seules qai entrent 
dans dçà, 4^ et de^ 

S. 
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équations (i3) deviennent 

dt 

an Ji — tf V y ;\^R, , ^R , 

dgzzz — ^ Ci — Ji — ^») -—di-^na^n — dt. 

e ^ 'de da 

(«4)/ , 

/i6>=; 1 . dt^ 

e de 

, an dR , 

rfa= -^ — =^ — . rf^ 

smç Vï — ^ ^ 

sin ç v^i — ff' ^* 

Nous verrons plus loin, après avoir donné le développe- 
ment de R en série, Tavantage que présentent sous cette 
forme les expressions des difTérentielles des éléments de 
Torbite elliptique, pour obtenir les variations de ces élé* 
ments. 

34. Variation du moui^ement moyen. — La constante 

arbitraire e se trouvant toujours ajoutée à nt (12, éq. a3'), 

on a 

dB, du 



d^où 



ds dnt^ 



--- dt ==: — — - rf^ = - dR, 

dz d{ni) n ' 



en représentant par la caractéristique d la différentielle 
relative au temps, prise en ne faisant varier t qu'autant 
qu'il est multiplié par n. Par suite de cette notation, les va- 
leurs de da et de de deviennent 

I £/a=:2aMR, 

\ <f ' ' e diA 



dn 
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De la relation n = a ^ elAe l'expression ci-dessus de da 
on lire 

(16) É^«=: — 3fl«dR, 

d'où Ton déduira la valeur qu'il faut substituer à n dans les 
formules du mouvement elliptique. 

Soit Ç = /ït + e la longitude moyenne que l'on a princi- 
palement en vue de déterminer en calculant tz ; on a 

dl = ndt-\^tdn-\-dt. 

Or, en désignant par ( — j la dérivée partielle de R, par 

rapport à a, obtenue sans faire varier n qui est fonction de 
cette arbitraire, on a 

^_/^\ dndVi_ftlK\ 3/?VdR _ /^RV 
dd \da ) da dn \da / ia \^^ ) 

Portant cette valeur dans la seconde équation (i4) qui 
donne dz^ on verra que le terme fourni dans tdn + de par 

la variation de a dans R se réduit à — aa'wf — J > absolu- 
ment comme si n était une constante absolue. Donc, pour 
calculer la longitude moyenne, il sifffira d^ employer la 
fonnule 

(17) âlz=::ndt'-\-diy 

dans laquelle on substituera à dt savaleur obtenue encon-- 
sidérant n comme une constante. 

En posant Ç = fndt^ et remplaçant n par l'intégrale de 
l'équation (i6), on trouve pour la variation JÇ du mouve- 
ment moyen 

{i8) *Ç=: — 3 j ÇandtdK. 

35. Expressions de da, et d(f lorsque V inclinaison de 
Vorbite sur le plan fixe est très-petite. — Les orbites des 



planètes de notre système sont généralement peu inclinées 
sur le plan mobile de réclîptique qui lui-même se dé- 
place avec une grande lenteur. Il est donc permis de choi- 
sir un plan fixe qui, pour une longue période, fasse avec les 
plans de ces orbites des angles très-^petits. Mais alors les 
dénominateurs des formules (i6), qui renferment siuf en 
facteur, sont eux-mêmes très-petits, ce qui est un inconvé- 
nient que Ton évite en substituant à op et a deux autres 
arbitraires petq données par 

/9 = tangfsina, ^stang^cosa, 
d'où 

/ * . siaoL , , ^ cosa , 

^ ' ^^ cos^y ^ ^ COS^ç ^ '^ 

Mais si Ton considère R comme une fonction de a et f , ou 
de p et q^ on a dans les deux cas la même valeur pour sa 
différentielle totale, ou 

rfR , . rfR . dK ^ . «^ . 

_d, + ^^d,^_ap^-dq, 

et en substituant dans cette identité les valeurs ci-dessus de 
dp et dq et égalant les coefficients de d% e" d^ dans les 
deux membres, on trouve 

rfR __ €/R £/R £R _ sina «[R cosa £/R 

rfa dp dq di^ cos'y dr cos'y dq 

En portant ces valeurs dans les deux dernières équations 
(i4)» puis les valeurs résultantes àe da, et d(f dans les for- 
mules {o)y on aura dp et dq-^ et si Ton néglige les puis- 
sances de <f supérieures à la première, on trouve 



(«9) 



an rfR , 

dp = ■ . - ■ t 1 —- dt^ 
^ yfTir? dq 

an dR , 

dqt= — = — dt, 

^\--e^dp 
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formules que Ton substituera aux deux dernières équations 
(i4)) ei qui offrent l'avanlage, tomme noià» le verrons plus 
loin, de réduire à la forme linéaire avec des coefficients 
constants les équations différentielles qui déterminent les 
inclinaisons et les longitudes d'un certain nombre d'or- 
bites» ce qui est très-avantageux au point de vue de l'inté- 
gration. 

La formule (fx) du n^ 33 donne avec la même approxi- 
mation 

d^ = dt^i -+- dcL, 

et en prenant pour Pintégrale de cette équation 

on choisit pat cela même pour origine de V angle co la. 
droite avec laquelle coïnciderait V origine de a si Von 
rabattait autour de la ligne des nœuds le plan de V orbite 
sur lu plan fixe y on encore, si Ton veut, la projection, sur 
le plan de V orbite, de la droite formant V origine de a. 
La seconde et la troisième des équations (i4) offrent 
rinconvénient d'avoir en facteur, au dénominateur, la 
quantité généralement très-petite e; c'est pourquoi nous 
les remplacerons par les suivantes : 



dK 



idbzzzan Ji — b^ — c' -3- dt^ 
(20) { 

flfc = — anJi — b^ — c^ -yr ^9 
do 

dans lesquelles on suppose 

^ = ^sin6>, c = ^cosûï. 

Pour calculer les variations éprouvées par Tes éléments 
elliptiques d'une planète, il ne nous reste plus qu'à détà^- 
miner la forme de la fonction perturbatrice R: c'est ce qui 
va maintenant nous occuper. 
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§ III. — DéVELOPFBMEKT EN SÉRIE TEIGOMOHéTEIQTJE DE 
LA FONCTlOIf PEETURBATRICE.^ 

36. Lemme, — Digression sur le déi^eîoppement en 5e- 
rie trigonométrique de la fonction (a' — aaût'coscp — a'*)"»'. 

On a, en se rappelant que cos(j= » 

E étant la base du système de logarithmes népériens, 

(fl»— 2flflcosy+fl'»)-^===(fl'--flE?v'--'P(fl'-.flE~?>/-0"'. 

Si a'^a^ chacun des facteurs de ce produit sera dévelop- 
pable en série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de son exponentielle ^ et c'est ce que l'on peut 
supposer, puisque la fonction non développée est symé- 
trique en a et a', et que si a! était <^ a, il suffirait de per- 
muter entre elles ces deux lettres. 

En faisant le produit des deux séries et repassant des 
exponentielles aux cosinus des arcs multiples, on trouve 

{(a*— 2a«'cosç-4-a'')~*' 
l=:ao 
= Po H- Pi COS^ -H Pa COS2Ç H- . . . r= > P,- COSIf, 
1=0 

série dans laquelle on a 

('•=.4;[.+-(j)V.^(j)+.-.(J)V:..], 
,., P,=^[.j+„.(^)Vv.-(i)V...]. 

('.=i[-(J)'--fâ'--(5)"-..]. 

en posant, pour abréger, 

, v(v+-i) ,, _ v(v-hî)(v-H2) 

V =3 ? V ,.... 

I .2 I .2.3 
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Il suffit de caJculer directement les coefficients P^ , P| 
au moyen de ces formules, car les autres peuvent s'en 
déduire successivement. En effet, en divisant membre à 
membre la dérivée relative à f de Téquation {a) par cette 
même équation, on trouve 

1 = 00 1=00 

2va<i'sinç\^ PiC0s/9 = («* --a/za'cosç + û'*)^ ?P,siniç, 

Î^O 1 = 

d'où Ton tire en développant, remplaçant les produits de 
lignes trigonométriques par des sommes, et identifiant les 
termes semblables des deux membres, 

(C) Fi= -r-, r -, ï 

(i — v)tfa 

formule au moyen de laquelle on calculera cbaque coeffi- 
cient au moyen des deux précédents, et par suite tous les 
coefficients, de proche en proche, lorsque Ton connaîtra 
les deux premiers. 

Représentons par Q ce que devient P lorsque Ton change 
V en V 4- 1 j ou posons 

1=00 

(û? — ifta' cosç -f- «'^j-C*'^ = V Q, cosf>. 

.1 = 

Au lieu de calculer directement les coefficients Q, on peut 
les déduire des coefficients P, si ces derniers sont connus» 
En effet, en multipliant Fégalité précédente par 

'{a^ — aWcos^-h«'*), 

et ayant égard à l'équation (a), on trouve 

i = 00 » = 00 

2 F, cos / ç = { û* — 2 flfl' cos f -h «'*) 2 Qi cos/ (f , 
1=0 i=o 
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d'où» «n développant et comparant les termes sembables, 

P, — {a' -f- «'») Q, - «a'Q ._, _ aa' Q,^,. 

Mais de Të^uation (ù) on tire, en y changeant ^ eh Q , 
V en V + I et i en i -4- 1, 

• par suite, 

I V 

et en changeant dans cette expression / en t + 1 , 

*^i+t : ; • 

i — v + I 

Enfin l'élimination de Q,-_i, Q/+i entre les trois der- 
nières équations ci-dessus donne pour la formule cher- 
chée 

^'^ Q'=-^^ («'.-.»)» ' -• 

En remplaçant dans cette expression P^+i par sa valeur 
déduite de Téquation (e), elle prend la forme 



(1^:11 («. + a-) p. H- . fi±l=ll) aa' P... 



(e) Qi = 



(«'>-. a* )î 



Nous aurons encore besoin, dans ce qui suit, des valeurs 
des dérivées successives des coefficients P par rapport à a, 
a^ \ or ces dérivées se déduisent facileuient de ces mêmes 
coefficients, et c'est ce que nous allons maintenant faire 
voir. 

En différentîant l'équation [a) par rapport à a, on 
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trouve 

t:±zCO 



ou 



IXB90 
1 = 

ou encore 

1 = 00 1 = 00 i = oo 

2 P*cosi> + (a» - «'») 2 Q<cosi>=:-^ 2 -^ ****?>' 

i:=0 i^u 1 = 

et en identifiant les termes semblables. 

Enfin, si on remplace Q^ par sa valeur (</) on trouve 

^•'^ :s^-L «(«"-«?) J * «'»_«. ^'+'- 

On obtiendra -— ^ en diiSerentîaut cette équation par rap- 
port à et et remplaçant dans le résultat — -S "*"' par leur& 
valeurs déduites de la même équation, et ainsi de suite 
'■ • • • » 

Pour calculer les dérivées par rapport à a' on remar- 
quera que a^ a' entrent de la même manière dans P. qui 
est par suite une fonction homogène du degré -^ i de ces 
deux quantités, ce qui donne 
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d'où Ton déduira -^-f > et par la différentiatioD, , /\ > 
afT '^ dada 

da'^ 

37. Dé{*eloppement de la fonction perturbatrice dans 
Vhjrpothèse d^orbites peu inclinées et d'une faible ex^ 
centricité , -^ Considérons l'un des termes de la fonction 
perturbatrice R ou posons ( 22 ) 

R_,,|^_ P-^ J- 

Soient 

i>, ^' les projections de r, r' sur le plan xy^ 
4>, v' les angles qu'elles forment avec l'axe des x. li est' 
visible que . , î» 



p' = v^v^^ 2t,t,'cos(v'— v)4-i,'»-h(«'— zj», j^=,,8inv, y = Jsins,', 



par suite, 

_, .r ' I x,i,'cos(/— v)+«'«'i 

R = /w I . 1 I 

I y/v»— 2i,v'cOS(v'— v) -i-v''-h (5'— z)' (^,'34-a'a)"â 

Les valeurs de t., ».', p, v\ z, 5' ne diffèrent de celles qui 
résultent du mouvement elliptique ou qui seraient uni- 
quement dues à l'action du Soleil que par des quantités de 
l'ordre des masses m', m'',..., puisque ces quantités, se- 
raient nulles si l'on faisait abstraction de ces masses. Mais 
comme R est du premier ordre en m', et que l'on peut en 
général négliger les termes du second ordre par rapport 
aux masses perturbatrices, nous supposerons, dans ce qui 
suit, que i>, i^'; v, v'; z, z' se rapportent au mouvement 
elliptique. 

Comme nous l'avons fait remarquer au n^ 35, on peut 
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choisir le plan des xy de manière qu'il comprenne avec 
ceux de ces orbites des angles très-petits; on peut alors 
développer l'expression ci-dessus de R en série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes des petites quantités'^, z'^ 
ce qui donne 

R I i,cos(/ — 9) 



^xJ* — 2 vv' cos (v>' — ) H- v'* 
3 t2'*COS(«'— v) 
2 ^* 



17» 



(z-zy 



2 [t.*— 2i4.'cOS(v' v)' 



-."]' 



Soient maintenant a, a* les distances moyennes au Soleil 
des planètes m^nJ'^e^J leurs longitudes de Tëpoque comptées 
à partir de l'axe des X, en supposant (35) que les plans des 
orbites se trouvent rabattus sur celui des xy ; /i, n! les vi- 
tesses angulaires moyennes des deux planètes. 

Posons 

t,==/?(i-f-<y), t,'=ia'(i + <y'), 
{a^ — 3 au' cos f -ha'*) '= ]y Â/COS/^y 



(«) 



» = 

i=:ao 



(fl» 2flfl'cOSy-f-«'») '= 2 B|C0S/fy 



)=:n't' 



nt + i' — s. 



Les quantités a, a', p^; j^', dépendant des excentricités et 
des inclinaisons des orbites, seront généralement de petites 
quantités, suivant les puissances ascendantes desquelles on 
pourra par conséquent développer R, et tes coefficients A et B 
ne sont autre chose que ce que deviennent les coefficients P 

et Q du nunaéro précédent dans l'hypothèse v = - • On 

trouve facilement en partant de là que le développement 
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do R a pcmr eipreasi<>ii 



(0 



3£^ 



+ ^L. (x'-x)' ^ 



COs(/lV — Tir «4- «' — i) 









^A 



t/a' 



2 ^û' 



-^ 2 -^-'^'^^-^tS'^''"^- cos,(«V-.+.-.) 






i=oo 



— 2 'ï/— X)f A.+û^'(T4-a'^V^-...\sin/(«V-^ifl^ 



En remplaçant dans les formules précédentes o*, p(, 2 et cr', 
x\ z* par leurs valeurs en séries de termes périodiques 
respectivement en nt, n't^ déduites du mouvement ellip- 
tique la fonction R se trouvera développée en une suite de 
termes de la forme 

où J et j sont des fonctions des éléments elliptiques de m, 
m! indépiendantes du temps, et 1, i' deux nombres entiers 
qui peuvent prendre toutes les valeurs possibles' entre o 
et 00 . 

38. JXoua «lions maintenant compléter ce calcul en né- 
gligeant les termes d'un ordre supérii^ur au deu:Kièm<( pur. 
rapport aux excentricités et aux inclinaisons. On a^ dans 
cette hypothèse, en remarquant que r faitTangle i^ — a avec 
la ligne des neeuds et que la projection de cet angle »ur le 
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•plan fixe est v *^ a, 

t,= r I — ^tang*(j)SÎn^(p — a) U 

m 

ou, en vertu des équations (22') et (aS') du u® 12, 
v = ûji — ecos{nt'h 6 — «) 

p ==: «f -H g 4-r 2^ sin(7i^-h i — ») 

S • 

H-ye*sîn2(/îf-|-g — «) — tang' - sîn2(/2<-l-« — w). 

En comparant ces valeurs avec celles qui sont fournies par 
les formules (a), on trouve 

<y= — ecos(nt-^ g — w)h [i — cos2(/ir-4-g — «)] 

(p) \ 5 

X=: %esin [ni -^t — «) -|- yé^s\n!i{nt-^t — w) 

— tang'2-siil'(/2/-|- e — a). 
2 

Au lieu de (p et a on peut introduire les variables du n^ 35, 

p = tang<psîn a, y — tang f cQaa, 
d'où 

tang(j> = V!p^^^-?% taTigqt=t^. 

L'équation du plan de l'orbite elliptique peut se mettre 

sous la forme (*) 

z=2çx—px; 

{*) Soit en effet P la perpendiculaire abaissée du pied de Tordonnées 
sur la ligne des nœuds ; 0» a 

^sPtangffi, P=:rsinoc— xeosa, 
d'où ^^ 
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mais comme R ne renferme que des termes dû second ordre 
en z et z'y on peat remplacer dans cette expression yetx 
par les parties de leurs valeurs indépendantes de Tezcen- 
tricité et de Tinclinaison ou par 

Ij: = «cos{/i/-h«)» j^ = «sîn(/ir-4-f), 
- =qsm{nt'^t) — /?co8(7ir-h «). 

Il ne reste plus maintenant qu'à substituer les valeurs (|3) 
et [y) et leurs analogues relatives à m'j en ayant égard au 
mode d'approximation adopté, puis à remplacer les coeffi- 
cients A et B et ceux qui en dérivent par leurs valeurs dé- 
duites du n^ 36. Nous nous bornerons à calculer le terme R« 
de R indépendant du temps et qui nous sera surtout utile 
dans ce qui suit. 

On trouve d'abord sans difficulté 

m' \ da 1 da^ J 'i. \ da' 2, daf^ ) 2 

/ ^ dk, ,dk, am' d*k,\et^ . , 

Désignons par (a, a'), (a, a')' y (a, a')',..., ce que devien- 
nent les coefficients Po, Pi, Ps,.- du n^ 36 lorsque l'on y 

suppose V = • Les formules (&) de ce numéro donnent 

••■«■)=-'h(i)'?.-(Jï)'^-(JH)'5H 

1 3 5 I I 3 5 7 a' 1 
4 6 8 2 4 6 8 10 fl" J 

Ces séries sont plus convergentes que celles que Ton ob- 
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tient directement au moyen des mêmes formules (6) pour 

Po = Ao,Pi = Al dans Thypothèse v = -> et exigent par 

conséquent la considération d'un moins grand nombre de 
termes pour arriver à la même approximation. 11 y a donc 
avantage à exprimer Ao et Ai en fonction de ces séries au 
moyen des formules (d) et (c), en y supposant Qo = A^^, 
Qi= Al, Po= («» ^)i Pi = (û, «')'? ®^ obtiendra ensuite 
les valeurs de Bo, B| ou de Q<>f Qi pour P^ = Ao, Pi = Ai 
au moyen des mêmes formules. On trouve de cette ma- 
nière 

_ (a' ^ a'') {a, a') -h Zaa' (g, a')' 
^»— [a'^—a'Y ' 

Les dérivées de ces coefficients qui entrent dans Tex- 
pression de R^ se déterminent, comme on Ta dit au n" 36, 
par l'application des formules (/) et (gf). A la suite de ces 
substitutions, on obtient 

( ^i r'°-''(:,.'!::;""°-''' ]»^o.~K-). 

ou, en posant i = esincû, c = ecosci>, h' =2 e' &mtù\ 
■c' =: e' cos «»', comme au n° 35, 

' R._ (a' 4- a") (a, a') -f- 3afl^ (a, aQ' 

^3|- aa>(a,aO^^(^y(a,a, J^^^,_^^^ 

6 
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Si l'on considère plusieurs planètes perturbatrices m', 
rri\ Tnl'\ . . • , la valeur totale de Ro se composera de Ifi va- 
leur précédente ajoutée à celles qui s'en déduisent en aug- 
mentant dVne unité, de deux, etc., Taccentuation des let- 
tres a', Vy cf. 

39» Des inégalités séculaires et périodiques. ^^ Si Ton 
conçoit que dans les formules (14)9 (i5), (16), (19), (210) 
du n^ 33 on substitue à R son développement du n° 37 en 
série de cosinus d'arcs augmentant proportionnellement au 
temps, on voit tout de suite que Ro donnera par l'intégra* 
tion, dans les variations des éléments elliptiques, des termes 
indépendants de la position des planètes, croissant avec le 
temps, et qui constituent ce que l'on nomme les inégalités 
séculaires, parce qu'elles croissent avec une extrême len- 
teur. Ces inégalités sont fournies par les équations 






^■) 



dR.. , dR,- 

de da 



db = an Ji — b' — c' • — v-î dt, 
' de 

(3)/. y r; ;«fR.. 

lia 



dp= 



dq=^ 



an d'Ro , 

yjl—é' dq 

andt dVi. 



VT^IT? dp 



di\ 



et Ton voit, de cette manière, que le grand axe de V orbite 
n'est soumis à aucune inégalité séculaire. 

Les inégalités provenant des autres termes du dévelop- 
pement de R sont périodiques comme ces mêmes termes, 
et ont reçu pour ce motif le nom dUnégaJités périodiques. 

Nous allons maintenant étudier les propriétés générales 
des équations (3) ou de celles qui en dérivent. 



L^wu 
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§ IV. — Des inégalités séculaikes. 
40. — Posons 



2 L (^ — ^ ) J 

la lettre Z désignant la somme de toutes les expressions 
semblables à celle qu^elle précède, obtenues en combinant 
entre elles, deux à deux, les masses m, m'^ mf', . . . , et les 
quantités qui s'y l*apportedt. On reconnaîtra sans difficulté 
que les dérivées partielles de Ro qui entrent dans les équa- 
tions (3) sont <%ales a celle de la fonction 4>, divisée par 
la masse de la planète troublée. Si Ton observe que, dans 

notre système planétaire, les vitesses angulaires n = a \ . . 
sont toutes de même sens ou de même signe, et si on né- 
glige les termes des ordres supérieurs au premier par rap- 
port aux excentricités et aux inclinaisons, sauf dans Fex- 
pression de de (po.ur un motif que nous ferons connaître 
ultérieurement), les équations (3) donnent, en ayant ^ard 
à la quatrième équation (i4) du n^ 33, 

(i) ]db = —-^ — dt, dp=~yz~dt, 

\ d^ ^ _ \ d^ ^ 
de = P3r^^ ^"^^ r-^^'* 



6. 
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et de même ' 

^ ' ' /«' da' 

I £f$ I £f<I> 

db' = — ^ — <^^* dp'= -— = — £/^. 

I €/$ ^ I ^<I> 

dc'=—— — dl, dq' = — — — rff. 

41 • Théorèmes généraux relatifs aux inégalités sécu- 
laires. — ^ 1° Za fonction 4> conserve une /valeur con^ 
stante. — En effet, on tire des équations précédentes 



d^ 
Ib 


d^ 


= o, 


d<l> 

dp 


d^ 


= o. 


Ib' 


d^ 


= o, 


d4> 
dp' 




= o» 



et, comme 4> est une fonction de a» 6, c, p, ^, cl^ V^d^ . • • , 
indépendante de £, et que lesi grands axes n' éprouvent pas 
d'inégalités séculaires, on a d^ =; o, ou 4> = constante. 

Il est facile de s'assurer que cet^e proposition a lieu 
rigoureusement ou indépendamment du degré auquel on 
pousse l'approximation; car, en substituant les valeurs 
de da^ db^ dc^ dpj dq^ da\ • • • , déduites des formules (3) 
du n^ 39, dans la différentielle 

J* _ d^ ji_ d^ . £f * , d^ . d^ . M 
d^'=:^'z-da-\"^db -ir-r-dc -^^-^-dp-Jc^-j^dq-^- -r-.da, . ., 
da db de dp ' dq ^ da* 

on trouve qu'elle est identiquement nulle. 

tP La somme des produits des masses des planètes par 
les racines carrées des demi grands axes et les carrés des 
excentricités est constante. — Les équations (i) donnent, 
en efiet, la suivante : 

m v^ {bdb -h cdc) -h m'^' [V db' -f- e'dd)-^. . . 
, d^ d^ f,d^ 



DE MÉCANIQUE CÉLESTE. 85 

dont le second membre est nul, puisque 4 est symétrique 
en b et c, b* et c^, ... ; mais on a 

A» -h c» = e\ h'^ -h c'^ = e\ . . .; 
il vient donc, en intégrant, * 

(2) ^ msja.e^=z constante. 

Si donc cette somme est très-petite à une époque déter^ 
minée, elle restera toujours très-petite dans la suite des siè- 
cles, et, par suite, les excentricités des orbites planétaires 
ne pourront pas croître indéfiniment. 

3** La somme des produits des masses par les racines 
carrées des demi grands axes et tes carrés des tangentes 
des inclinaisons est constante, — On trouve, de la même 
manière que ci-dessus, 

d'où 

( ^ ) 2 '" ^ (P^ -^ 9^) = ^.^^^ tang'ç = constante, 

équation qui conduit, relativement aux inclinaisons, aux 
mêmes conséquences que celles que nous avons déduites de 
l'équation (2) pour les excentricités. 
4** Des équations (i) on tire 

or il est facile de s'assurer que le second membre de cette 
équation est nul ; il vient donc, par suite, 

^^ wî^./> = constante, 
(4) / et rou trouve de la même manière 

^ iwV'ï.^ = constante. 
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S*' Relatiom entre tes vitesses angulaires des périhélies 
et des nœuds des orbites. -** Des équations (i) on déduit 

facilement 

f cdh — hdc qdp — pdiA 

"di *"" It ) 

d<tf </*\ 






La fonction ^ étant homogène et du second ordre, relati- 
vement à A, c, p, ^, b\ cf^..,j le second membre de cette 
équation est égal à a^, qui conserve une valeur constante, 
ainsi que nous l'avons vu plus haut. D'autre part, on a, 
diaprés les valeurs de &, c, /?, ^,..., 

€db — bdc s^é^dtny qdp -^^pdq = tang^f <ia) 
par suite, 

(5) "^ms/â.e^^^^nt^âim^^^-^^z^i^. 

Mais comme les variations séculaires des excentricités et 
des inclinaisons, en ne conservant que les termes du pre- 
mier ordre par rapport à ces quantités, sont données par des 
formules complètement indépendantes entre elles, on peut 
considérer les excentricités et les inclinaisons comme indé» 
pendantes, et l'équation (5) se décompose dans les deux 
suivantes : 

I 51 '" ^' ^* T7~ ^^ constante, 

(6) ' ^^ 

l\^m ^ tang'^ — = constante, 

qui montrent que les vitesses angulaires des périhélies 

— • • • et celles -j- • • • des noeuds des orbites ne pourront 

croître indéfiniment lorsqu'elles seront toutes de même 
signe. 
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6^ Relations entre les variations des longitudes de 
r époque. — On a, d'après la première des formules (i), 

or, 4> étant une fonction homogène du degré — i en a, a', 
a'', on a 

qui est une constante; d'autre part, en négligeant les puis- 
sances de Fexcentricité supérieures à la secondç, et ayant 
égard à la première des équations (6), on a. 

^^m \fâ{\ -^ \l i — g^)-7- = y^ m y/jgg' — = constante; 

par suite, 

{ 7 ) ^^"^^f^rr^^ constante, 

et l'on voit pourquoi nous avons dû conserver le carré de e 
dans dz ; car autrement cette formule ne serait pas exacte 
aux termes du troisième ordre près, approximation avec 
laquelle nous avons établi les précédentes. 

Si, dans Téquation que nous venons d'écrire, on ne con- 
sidère que les terme;$ de -j-y — •••} qui dépendent du temps, 

ou ceux de e, e', qui ne contiennent le temps qu'à des puis- 
sances supérieures à la première, on peut faire abstraction 
de la constante du second membre, et Ton obtient, en inté- 
grant, 

(8) ^mfa,^ 



: constante. 



42. Les formules (a), (3), (4) peuvent se déduire direc- 
tement et avec la plus grande facilité du principe des aires. 
En effet, en négligeant les masses des planètes vis-à-vis de 
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celle du Soleil, ou continuant à supposer pi=i, l'équa- 
tion (4) du n^ 24, appliquée aux trois plans coordonnée, 
donne 

(2.1 }''-/'') 4-2--' {^y'^'-^''yy''-^')=a'. 

En égalant deux expressions de l'aire élémentaire dé- 
crite dans le mouvement elliptique, en projection sur le 
plan fixe oy, on a 

jdx — xdy = ^a[\ — c*) cos y dty 

relation qui s'applique aussi au mouvement troublé,! en 
considérant a, e, o^ comme variables, en vertu des inégali- 
tés séculaires. La première des équations (Â) donne,, par 
suite, en négligeant les termes du second ordre par rapport 
aux masses, 

<B) ^m\la(i-^ é^) cos(p= C, 

d'où, en ne conservant que les termes du second ordre* rela- 
tivement aux excentricités et aux inclinaisons, 

^^m\ja[é^'^ tang^y) = constante» 

et cette équation se décompose dans les équations (2) et (3), 
en ayant égard à l'observation faite à l'occasion du théo- 
rème 5 du numéro précédent. 

Les deux autres équations (A) donnent de la même ma- 
nière 

2'^v/^(' — ^^) sin(pcos« = C', 
2 "^ ^â(i — c*) siof cosa = C" ; 
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et l'on retombe sur les formules {4) en négligeant les car- 
rés des inclinaisons et des excentricités et en se reportant 
aux valeurs ^ et ^ du n^ 35. 

On reconnaîtra facilement que le plan ins^ariable ou du 
maximum des aires est déterminé par les formules 

tangO sin ar = -- = . 



tangO sintar = — - = 



y. m si a (i — ^) coS(j> 
^^m yja[i — é^) cosf 



étant son inclinaison sur le plan x^ et C7 la longitude de 
son nœud comptée à partir de Taxe des x. 

43. Propriétés des inégalités séculaires dans le cas par- 
ticulier de deux planètes agissant l'une sur Vautre^ — 
Supposons que deux planètes soient assez éloignées des au- 
tres corps du système solaire pour que ces derniers n'aient 
sur elles aucune influence sensible, ce qui a lieu à très-peu 
près pour Jupiter et Saturne. 

Si Ton ne considère que les inclinaisons, on pourra, 
comme nous Pavons fait remarquer au n^ 41 (théor. 5), 
faire abstraction des excentricités; et comme a^ a' sont 
constants, la condition 4> =: constante se réduit à 

constante = (/? — /?')* -h (^ — 9* Y 

= lang'y' -h tang'ç — upp' — ^qq'^ 

Soit à une époque déterminée y Tinclinaison de l'orbite 
de 771^ sur Torbite de m, cboisi poUr plan fixe, et prenons 
pour origine de l'angle a l'intersection de ces deux plans. 
A un instant quelconque, on aura 

la caractéristique d indiquant des termes de l'ordre des 
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masses m, m\ei dont nous négligerons les puissances supé- 
rieures à la première. L'équation ci^essus devient 

— ir* — 0» = O, 
cos^7 ^ 

ou, en supposant y assez petit pour que l'on puisse en négli- 
ger le carré, 

^(p' — ^cp = 5 ((p' — f ) = O'y 

ce qui exprime, en raison du mode d* approximation adopté, 
que Vinclinaison mutuelle y des deux orbites reste con- 
stante. 

La cinquième des formules (i4) du n^ 33 donne avec la 
même approximation 

doc! 3/wflfa' (.«, rt') 

et l'on voit ainsi que le moui^ement angulaire des nœuds 
de V orbite de wl sur le plan de V orbite de m est uniforme. 
Supposons maintenant que Ton prenne pour plan fixe un 
plan intermédiaire entre ceux des deux orbites, et passant 
par leur intersection à une époque déterminée. On a 

dot. I d^ 

dt m y/a(i — c')sin(j> ^? 
doif I d^ 



«." 



pr, en remplaçant dans * les quaptités p^ y, /?', q* par leurs 
valeurs tirées du n° 35,* on trouve, aux termes du second 
ordre près en cf et ç', , 

d(i> d<b ^ 

dtf do' 

ce qui montre déjà que les rotations ^> ^ ^^^ nœuds des 
deux orbites sur le plan fixe sont de sens contraire. 
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Maintenant, si on choisit pour plan fixe celui du maxi- 
mum des aires, on aura 

(C) m ^a (i— ^e^isiny = m! ^«'(i — c'^) sinç', 

d'où 

dt dt^ 

et, par suite, l^intersection des deux orbites restera toujours 
dans ce plan. 

L'équation (C) et l'équation (B) du numéro précédent 
font voir que, aux quantités près du second ordre, les incli- 
naisons des deux orbites sur le plan du maximum des aires 
reslent constantes. 

44, De la stabilité du système solaire. — i^ J^es grands 
axes des orbites n'éprous^erit pas de variations séculaires 
du second ordre par rapport aux masses. 

Nous avons déjà vu que les grands axes ne sont pas sou* 
mis à des inégalités non périodîqjies, en ne tenant compte 
que de la première puissance des masses m, m',. ... Sans être 
censé connaître cette propriété, nous allons la démontrer 
en ayant égard à la fois aux termes. du premier ordre et du 
second ordre, par rapport à ces masses. 

Supposons que R représente l'ensemble des tei:mes du 
premier ordre de la fonction perturbatrice que nous dési- 
gnerons parR], et soit d^R l'ensemble des termes du second 
ordre, nous aurons 

Pour plus de simplicité nous ne considérerons que deux 
planètes» le raisonnement relatif à ce cas pouvant égale*» 
ment s'étendre à un nombre quelconque de planètes per> 
turbatrices. 

On peut supposer que dans R les coordonnées de m 
sont exprimées en fonction de a, ^, £, co, p» q et ^substitué 
à t et que celles de m! dépendent des mêmes éléments rela- 
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tîfs à cette planète, et alors dR ne sera autre chose que 
r accroissement que prendra R lorsque Ton fera subir à ces 
quatorze quantités des variations du premier ordre par 
rapport aux masses m, m', . . • , et que nous désignerons 
également par la caractéristique $. 

La première des équations (i5) du n^ 34 donne, en né- 
gligeant les termes du quatrième ordre, 

I ^a = 2 /(fl-h^aj»dR, = 2fl^ /dR, -h4 hadK 

I =2fl^ ^dR^.2«^^d5R-h8«« /dR TdR. 

Soit 

/w' J cos ( i'n't — ini +J) ^ 

l'un des termes de la série dans laquelle nous avons vu (37) 
que la fonction R peut se réduire. Si nous considérons $a 
comme représentant la variation du demi grand axe cor- 
respondant à ce terme, il suffira de supposer d^ms la for- 
mule précédente 

R = m'J cos [i'n't — int-^j)^ 
d'où l'on tire, 



et 



d R = j? 'M =r m' J in sîn { i'n^t — int'\- j) dt^ 

d[nt) 



^^ = — in? r„ cos(iVr — int -hy). 



/• 

dR I dR= ^.. , :— - sm2 (i'n't-^ int-^j). 

Ces deux intégrales ne renfermeront pas de termes propor- 
tionnels au temps, si ifnf — in est différent de zéro, ou si, 
comme cela a lieu dans noire système planétaire, les mou- 
vements moyens de m, ml sont incommensurables. Le pre- 
mier et le troisième terme de â a ne constituant donc que 
des inégalités périodiques. Mais si le rapport de n à nf, sans 

être incommensurable, diffère très-peu de -» ifnf — in deve- 
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nant très-petit? ces deux inégalités seront considérables, 
varieront avec une grande lenteur j et seront de la nature 
de celles que nous avons nommées inégalités séculaires^ 
Les irrégularités considérables que présentent les mouve- 
ments de Saturne et de Jupiter, et qui pendant longtemps 
sont restées inexpliquées, sont dues à cette cause ou à ce que 
cinq fois le moyen mouvement de la première de ces pla- 
nètes étant sensiblement égal à deux fois celui de la seconde, 

la quantité 5nf — an est inférieure à -j» 

En laissant de côté ces inégalités périodiques, la valeur 
de da se réduit à 



[ = 2a' le 



d.^R, 



et l'on a, en remarquant (34) que d^ = ndt, 

dK ^. dK ^ , £/K ., dR ^ , dK ^ , dR , , 

En ne tenant compte d'abord dans l'expression de daque 
du premier terme de cette valeur, on a, eu égard! à l'équa- 
tion (i8) du n° 34, 

quantité qui n'est composée que de termes périodiques, 
car en y substituant à la place de R le terme 

.iw'Jcos{iV/ — int-+'J)y 

on trouve pour résultat 

-m' 7-7 r- { n : ^ 1 *ï°2 (l'n'e — int-hj). 

2 l'n' — in \vn' — in J ^ * 

Considérons maintenant la somme des cinq autres terme» 



•an 



\li—é' 
•an — 



g4 TEÀITé éLÉMBHTAIKE 

de R qoi renferment les variations des mouyements ellipti- 
ques de m, abstraction faite des antres termes \ on obtient, 
en remplaçant les variations par leurs valear»^ déduites de 
Tintégration des équations (i4} et (19) des n^* 33 et 34, 

\dù> J ae de J d(ù J 

-H '"'' , (^ C^ dt -- — C— dt\ 

sji^e^ \dp J dii dq J dp /' 

en se rappelant (34) que la dérivée — doit être prise sans 

faire varier n. 

. Cette expression se trouve ainsi composée de quatre 

termes de la forme ( X / Ydt — Y j XdtU X et Y étant 

une suite de termes de la forme /t/Jcos (i'nft — int -h/) ; 
mais si 

d(x ÇYdt — Y f'^dt\ 

renferme des termes non périodiques, ils ne peuvent résul- 
ter que de l'association de termes de X et Y tels que 

m' J cos(i'/î'r -* int -hy ), w'J' cos(ïVr — ini -h/) 

ayant le même argument iV — in. Or, en substituant res- 
pectivement ces deux termes à la place de X et Y dans cette 
expression, et effectuant l'intégration^ on obtient un résul- 
tat identiquement nul. Ainsi donc le grand axe de Torbite 
n'éprouve pas de variations séculaires provenant des inéga- 
lités mêmes des éléments de cette orbite. 

Il nous reste maintenant à voir ce que donnent dans ^R 
ou $a les variations des éléments elliptiques de m\ Si Ton 
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ëliniine l'action mutuelle de m, m! entre la fonction Ri et 
la fonction perturbatrice R'^ de m\ exprimées toutes deux 
en fonction des coordonnées des planètes (21), on trouve 

On démontrera, en suivant la marche adoptée plus haut 
relativement aux termes de dR dépendant des éléments 

elliptiques de m, que la portion — SK de cette variation 

due aux inégalités du mouvement elliptique d^ mf ne donne 
que des termes périodiques dans Sw^de sorte que l'on est 
ramené à supposer 

R. = ,// (xa:' -^jry + zz') ^^, - -L^ • 
Or les équations (3) du n^ 21 donnent 



, X m' d^x 


mm' X m' rfR| 

M r» ' M rfx ' 


,x' m' d'x 


m'^ *' /If' rfR', 
M r'» * M dx' * 



et Ton «ura des équations pareilles pour les deux autres 
cooidonuëes de m, m^ Si Ton fait la somme des équations 
en x^ y^ z ainsi obtenues, multipliées respectivement par 
xf^y^ si et que Ton en retranche la somme des équations 
en ocf^y^ z* multipliées par x^j^ z^ on trouve 

m' d [xdfx — x'dx +ydjr' — y'dy-htdz' — z'dz)\ ^ 
^'^"Âdi \ dt ^j "^ ^' 



en posant 



F = 



iw" (xx' -f- Yx' -H- zz' ) mm' (xaf -^-yy' -4- a»' ) 



M r'\ M r» ' • 

m'f.dK, rfR', ^dfi, dK, ,rfR, rfRA 
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Si l'on fait d'abord abstraction de F, on a 

dR. = _d(^ d? J 



f 



et cette intégrale, par suite son terme du second ordre 

dJR,, ne peut renfermer que des termes périodiques, 

de sorte qu'aucun de ces termes ne pourra acquérir une 
valeur sensible au bout d'un temps plus ou moins long. 

Nousn'avons donc plus qu'à supposer Ri =F ou 5R=F, 
puisque F est du second ordre par rapport aux masses; 
mais on peut remplacer dans cette fonction les coordonnées 
des planètes par leurs valeurs qui résultent du mouvement 
elliptique^ et les équations de ce mouvement donnent 

7^ ' "" (M-^m)dt^ ' 

xx' -f- yf' -4- zz' xd^x^ 4-/^*^' -H zd^z' 

r^' "~ {U'^m)de^ ' 

équations dont les seconds membres ne peuvent renfermer 

de termes non périodiques, puisque, les coordonnées de m 

et de m! ne dépendant respectivement que des angles nt^ n'u 

il est impossible que les moyens mouvements disparaissent 

d^a/ d*x 

dans lés produits tels que;c-— -» ^' 'TT'>'"^ Nous sommes 

donc ramené à poser 

La dérivée -^ étant supposée développée en une suite de 

sinus et cosinus d'arcs multiples de n'f, nf, et x^ ne ren- 
fermant que des termes périodiques dépendant de n'^, pour 

obtenir dans le produit a/ -j-^ des termes non périodiques, 
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il ne faut considérer dans — que des termes indépendants 

de nt. Mais alors les résultats obtenus disparaissent par la 
difierentiation d ; il n^y a donc pas lieu de tenir compte 

de a/ —î ni, par le même motif, dey' —5 z' — • Un rai- 

s»onnement analogue fera voir que les trois autres termes de 
dR ne donneront également dans ^a que des termes pério- 
diques^ et le principe énoncé se trouve enfin démontré. 

Avant de terminer, nous remarquerons que les moyens 
mouvements des planètes ne sont pas non plus soumis à 
des inégalités séculaires du premier et du second ordre, 
par rapport aux masses des planètes; c'est ce qui résulte 
de la formule 



a^ En orfont égard aux termes du second ordre par 
rapport aux niasses, les excentricités et les inclinaisons 
mutuelles des orbites planétaires resteront toujours très- 
petites^ quelque loin que Von pousse les approximations 
relativ^es à ces quantités. 

Si nous nous reportons au n? 42, nous aurons 

V^ n rr ,^ ^^^mm'iydx' — ydy'-^-y'dx — ocf dr\ 

2rn Vû(i-^)cos^=C-h2, dt ^~^^^' 

or, en n^ligeant les termes du quatrième ordre par rapport 
aux masses, ainsi que les inégalités périodiques, le second 
membre de cette équation est constant; car, par exemple, les 
coordonnées jr et a/, estimées dans le mouvement elliptique, 

nedépendant respectivement que de wt, rit^ le produit j — 

ne peut pas renfermer de termes où les moyens mo^^ve- 
ments se détruisent. Il vient donc 

V m ^fl (i — e"^^ cos(p = constante; 
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les deux dernières équations (A) du n^ 42 donnent de même 
\^ m V^a (I — e^) sin^ cosa =:? constante, 

jV^ m ^a{i — e*) sin ^ sin a = constante. 

Si, pour simplifier, nous ne considérons d'abord que 
deux planètes m, 771' dont les orbites fassent entre elles 
Tangle 7, on a 

cosy z= cosy cosy' + sin^ sinf'cos(a — a'), 

et en ajoutant membre à membre les carrés des trois équa- 
tions ci-dessus, 

!M^a (i — e^) 4- m'*û(i — e'^) 
H- 2/w/ii' ^aa' (1 — £?' ) ( I — e^) ces 7 = constante ; 

mais on a 



H-V» — ^' 

sin» 7 
COS7 = 1 — 




I H- C0S7 

par suite, en faisant passer toutes les constantes de Téqua- 
tion (D) dans le second membre, 

m^ae^ -+■ ni'^ne'* 4- 1 mm' a^ a'* nn' 

té^sli—é^ e'^yJi — €^^ sin'v 1 
==cos7H ==lC0S7H — |=:const. 
i-hV^i— c' i^sli'-e'^ i-hcos7j 

La constante, qui est du quatrième oixlre en e, ef^ y, m, m\ 
est très-petite, d^àprès les valeurs mêmes de ces éléments 
qui résultent des observations actuelles; et comme les vi- 
tesses angulaires n, rC sont dç même sens ou de même 
signe, tous les termes du premier membre de Téquation 
sont positifs; d'où il suit que les quantités e, e^, y resteront 
toujours de petites quantités comme elles le sont maintenant. 
On arriverait au même résultat en considérant un nombre 
quelconque de planètes m, m\ m^, . . . , puisque chacune 
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d'elles ne fait qu'ajouter au premier membre de Téqua- 
tion (E) des termes semblables à ceux qui Je composent. 
Ainsi donc, la stabilité du système planétaire est assurée 
par rapport aux grands axes, aux excentricités et aux incli- 
naisons des orbites, en ayant égard aux termes du second 
ordre par rapport aux masses perturbatrices. 

' AS, Calcul des inégalités séculaires des excentricités 
et des longitudes des périhélies. — Dans ce qui suit nous 
ne tiendrons compte que des termes du premier ordre par 
rapport aux masses perturbatrices, aux excentricités et aux 
inclinaisons. Si l'on adopte les notations symboliques 









et si Ton substitue dans les troisième et quatrième équa- 
tions du n° 39 la valeur de Ro, déduite du n® 38, on trouve 






(9) l c^ de même. 






Ces équations sont linéaires, et c'est là Pavantage de la 
transformation au moyen de laquelle nous y sommes ar- 
rivés et qui est due à Lagrange. On y satisfera en posant 

d = A sin {ht 4- X ), f =c= A cos (ht -+- k), 
b'z^zApdfmiht-^k), c' = Aa'cos(/i/4-A:), 
b''=: Aa'^sin^^r -t h), c" = Aa"cos(A/ 4- ^),. • • , 

A, A, A, «', a^. . . , éunt des constantes, et Von trouve, en 

7- 
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substituant ces valeurs, 

Le nombre de ces équations est égal à celui n des planètes 
ou des constantes hy a', tt!\ . • . , dont elles détermineront 
les valeurs. L'équation finale en h sera du n**"** degré et 
donnera, par conséquent, n racines Aj, A,,..., à cha- 
cune desquelles correspondront les systèmes de valeurs 

(«!,«',, «7 ), (ofj, «„<,...) de a, a\ a'^,..., tnaîs 

A reste indéterminé ainsi que k. 

Les 2/î équations différentielles (9) seront donc vérifiées 

è==A, sin(/i,f-h Al) -+-AjSin(/<jr-J- /•,) 4-. . ., 
c==A, cos(/i,r4-X',) -4- AjCos(//,r-l- A-,) -h- . % 
b'zzzk.oL^ sin(/M-h^i)-4-A,a', sin(Aî/-f. X^,)-+-. .•., 
t/^nkxoî^ cos(/p,r -4- A-,) -t-A^a, 005(^2^-1- A») -+-•., 

et ces expressions en sont les intégrales générales, puis- 
quelles renferment a/i constantes arbitraires Âi, At,. . ., 
Al, A^t , . . . , qui ne pourront se déterminer que par Fohfser- 
vation. 

Les valeurs de fe et c étant supposées connues, on en dé- 
duit celle de e de la formule 

c2=^2-f.c2=Aî-t-Aj+...4-2A,A,cos[(^,— ^,)r + ^,— X-,]+,.., 
et l'on aura <f <i(A, -f- Ai-f-. . .)* 

si les cosinus qui entrent dans le second membre de é' sont 
tous réels •, en d^autres termes, les excentricités des orbites 
pourront, à la longue, éprouvei' des altérations appréciables, 
mais qui néanmoins resteront toujours de très-petites quan- 
tités, si les racines Ai , A^ , . . . , sont toutes réelles et iné- 
gales, et c'est ce qui a lieu. En effet, si nous supposons que 
quelques-unes d'entre elles soient imaginaires^ b renfer- 
mera un nombre fini de termes de la forme B.E^', E étant 
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la base du système de logarithmes népériens, B et' y des 
constantes réelles -, soient CE^', B'E^', C'E^',..., les termes 
correspondants dec, J', c', . . . , les coefficients C, B', C',..., 
étant aussi des quantités réelles ; e*^ e'', . . . , contiendront 
respectivement les termes E^>"(B'-*-C»),E'y'{B"+C"),...; 
le premier membre de Téquation (2) du n*^ 41 renfer- 
mera par suite le terme 

E^ y ' [m V^ (B'» + C") + m' v^'(B" 4- C'O -+- . . .] , 
qui ne se réduira avec aucun autre, si y est le plus grand 
des exposants de E; par conséquent, pour que le premier 
membre de cette équation soit égal à une constante, il faut 
que 

m V'â^fB' 4- C>) 4- w' V^(B'» -H C'*) -4-. . . = o, 

ce qui exige que 

B = o, C = o, B'=o, C' = o,...; 

l'équation en h n'a donc point de racines imaginaires. 

Si cette équation avait des racines égales, b contiendrait 
un nombre fini de termes de la forme B f, et si C «^ , B^i^ 
CV,. • .> sont les termes correspondants de c, i', c', . . ., 
le premier membre de Téquation (2) du n® 41 renfermerait 
le terme 

r^>'[/wv/ï(B»-4- C) -f-/7i' ^(B'^ -hC') -h. . .], 

et l'on prouverait, comme plus haut, que B = o, C = o, . . . . 

L'équation en h ne peut donc avoir que des racines réelles 

et inégales. 

Pour calculer la longitude du périhélie, on a 

b ki sin (/i\t'-h A-,)-h A,sin(A,r-f- X-j)-!-.. . 

tanc « = - = ^ ^ r-î 

^ c A,cos(A,r4->^0-+-AaCos(A3r-H A-2)4-. .. 

on 1 

tang(u — hit — ^,) 

Atsin[(^»— Aijr-t-^a — ^i]-l-Assin[(//3— -i^.)g-4-X'3— Xj-h. . . 

A,COs[(A2--A,)^-i-A-2 — ^,]-|-A3COS[(A3 — ^'i)^-»-X"3— ^a]-!-. . . 

Si, en ne considérant que les valeurs absolues, on a 



loa 
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Al > A, -f- As •+-... 5 le cMnominttettr de TeTpression pré- 
cédente ne pouvant devenir nul, les oscillations de l'angle 
(ù — hit — Ati ne pourront dépasser les limites 90 et ***« 90 de- 
gréS) et Ait -4- Ai représentera le mouvement moyen du pë» 
rihélie. Mais de ce cas particulier on ne peut rien conclure 
de géoéral, et les périhélies pourront se déplacer d'un mou- 
vement varié mais très-lent (41), sans que Ton puisse assi- 
gner des limites à leurs déplacements séculaires. 

Dans les applications on opère d^une autre manière 
pour calculer les inégalités de e et de ci); on emploie à cet 
effet les troisième et quatrième équations (i4) du n^ 33 
dans lesquelles on substitue à la place de R Texpression (a') 
de Ro donnée au n^ 38; on trouve ainsi 

-— = la, a' I e' sin (»' — « ) - 
— = |ûS ajesin(w — «') + 






doi 



„,, ï=K«'l+f...-) + . 



— = [a\a]^[a',a"]^., 



I 1^' 

■ û, «' j -^ cos {« — «' ) 

— cos («"—m) 

• [ g% fl I — cos (» — w' ] 



-- [«Vûjp- cos («''--- «1')- 



On pourra, avec une approximation suffisante pour plu- 
sieurs siècles avant et après Tépoque choisie pour origine 
du temps, intégrer ces équations en donnant dans les se- 
conds membres à e, e', . . • , o), (ù\. . .^ les valeurs qui se 
rapportent à cette époque. 

Si Ton veut obtenir des valeurs plus exactes, il suffira de 
remarquer que e et co deviennent, au bout du temps ty 



de t^ d^e 

"^'H-^Tr^-dF' 



dfù 



1.2 dt* 



(9') 



DS MÉCANIQUK CÉLfiHtE. 103 

et comme les ^uations (lo) donnent, par la différentiation, 

lesyaleursde —,—,.••»—» —v» on pourra étendre, 

aussi loin que Ton voudra, le» deux série9 précédentes. 
Mais il suffit, dans la comparaison des observations les plus 
anciennes que nous possédons^ de s'arrêter au troisième 
terme de ces séries. 

46. Calcul des inégalités séculaires des inclinaisons et 
des longitudes des nœuds, — Si Ton opère comme au 
numéro précédent^ on obtient^ selon que Ton emploie les 
équations du n? 39 ou celles du n^ 33, 



avec les relations 



tangip == v//?'+ 7% tanga = ^, 

(liO 

-1= [a, a']taDgf'sia(a — a') -h [a,û''Jtang(j)''sip (a — a") -4-..., 
''"^'J=-{[«.«']+K''''i+-} + K''']^+cos(«-aOH-.. 

Les équations (9') s'intégreront comme les équations (10) 
et conduiront respectivement pour cy et a aux conséquences 
auxquelles nous sommes arrivé pour e et co. 

Les équations (10'), traitées comme les équations (10), 
permettront de calculer par approximation les valeurs de ç 
ela. , 

Pour rendre immédiatement applicables aux usages astro- 
nomiques les formules qui donnent les inclinaisons et les 
longitudes des nœuds, il faut leur faire subir une modifi- 
cation, en raison de ce que les astronomes ont couinme de 
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substituer le plan mobile de l'écliptique au plan fixe auquel 
nous ayons rapporté jusqu'ici les orbites planétaires. Sup- 
posons donc que m représente la Terre, et soient «', x'^y' 
les coordonnées de m' par rapport à un plan fixe supposé 
peu incliné sur les orbites du système planétaire, et z l'or- 
donnée du point de Técliptique correspondant aux abscisses 
x', y. On a (38) 

et| pour la hauteur z^ de m! au-dessus de Técliptique, 

en négligeant les termes du troisième ordre par rapport 
aux inclinaisons; mais si f\, d^ désignent l'inclinaison et 
la longitude des nœuds de m! sur Fécliptique, on a aussi 

i^ = y' tang<p', cosa , — a/ taogf , sina, , 
d'où 

tangip', cosa, = q' — q^ langip', sin«, =p'—p, 
et 

tang?, = sl{p'—pY+(q' - qYy ^^%<^y^' 

formules au moyen desquelles on calculera (f\ et a\ , dès que 
l'on aura obtenu p, p', </, q'. 

Si nous prenons maintenant pour le plan fixe celui de 
Técliptique à une époque déterminée, on a 

p:=Oy q = 0\ 

par suite, 

tanga, =^ = ta»ga', 
et 

rf(p', = [dp' — dp) sina' -h {dq' — dq)cosa(!y 

, [dp' ^ dp) cosa' — [dq' — dq ) sin a' 

«a, = ï -: 

* tangoc • ' 

en substituant à dpy dq, dp\ dq' leurs valeurs fournies 



par l'ëquation (lo'), on trouve 

^= jfa',«»] -r«, a']| tangç''8in(a'-a'') 



rfa'. 



j!.= -{[«', a] + [«',««]+.. .j - [a, «'1 



On aura pour les masses mf\ m!" ^...^ des formules ana- 
logues, exactes, comme nous l'avons fait observer pins haut, 
aux termes du troisième ordre près par rapport aux incli- 
naisons. 

47. Calcul des inégalités séculaires de la longitude de 
Vépoque. — Pour calculer ces inégalités, nous reprendrons 
la seconde équation du n^ 33, dans laquelle nous rempla- 
cerons Ro par sa valeur (2') du n® 38. Si Ton adopte les 
notations symboliques 

^ j. m'an[i2a^a'^a, a') — 3 ( 3 a»a' — flrû'^) {a, a')' 

^^» = 2,4 («"-«7 ' 

^ _ m'an[3(a^—5a")aa'(a,a')^3{a*-h6a'a'^'--Sa''){a,a'y] 

4 («" — «')' ' 

4 («"—«')' ' 



et si l'on néglige les puissances de e = ^b* -J- c' supérieures 
à la seconde, on trouve 



de 



-=(^4-(a^,(^*H-c') + (^,(^^'+cr') 



en ne considérant pour simplifier que deux planètes, tout 
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ce que nous dirons dans celte hypothèse pouvant facile^ 
ment s^étendre à un nombre quelconque de planètes. 

Si, comme dans le calcul des inégalités des autres élé- 
ments de Torbite de m, on n'avait eu égard qu'aux premières 
puissances des excentricités et des inclinaisons, l'équa- 
tion (i i) n'aurait donné, par l'intégration, qu'un terme pro- 
portionnel au temps qui, dans Texpression de la longitude 
moyenne, ne ferait que modifier le mouvement moyen; de 
ou de ne peut donc dépendre, par suite, que des termes eu 
V e' et ç", que nous avons dû dès lors conserver. 

En remplaçant, dans l'équation (ii), les quantités i, b\ 
c, c' par leurs valeurs approximatives limitées à la première 
puissance du temps, et calculées conformément à la méthode 
indiquée au n^ 45, ou obtient un résultat de la forme 

di^zAndt-h ^iBcdt, 

A et 6 éts\nt deux constantes dont les valeurs sont connues; 
on tire de là, en intégrant, 

et l'on a, pour la longitude moyenne corrigée, 

71/ ■+• s -h Je = /i (i -h A) r-h B^'. 

Le terme Ant ne fait qu'augmenter le moyen mouvement 
primitif dans le rapport de i + A à i , et le moyen mouvement 
corrigé semblera répondre à la distance moyenne corrigée 

;-; mais comme A est une très-petite quantité, puis- 



qu'elle est de l'ordre des masses m, /rt^,. .., il ne résultera de 
là qu'une correction insensible, dont il est inutile de tenir 
compte dans les distances moyennes. 

Il faudra au contraire lenir compte du terme Bt', qui con- 
stitue une véritable inégalité séculaire dans e, par suite dans 
\a longitude moyenne; toutefois, comme le coefficient B est 
du second ordre par rapport k /n, m*^ il y a tout lieu de croire 
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qu'il sera tonj^Hurs peu considérable. Ainsi ^ dans la théorie 
de Jnpicer et de Satome, qui sont les deux planètes dont 
les perturbations sont les plus considérables, on a pour Ju- 
piter, t étant éFalué en années juliennes, 

^« ^=: — o''» 000000 3a5o/% 
d'où l'on tire pour Saturne, an moyen de Téqnation (8) du 
n** 41 mise sous la forme m^Se + m' yf3dé=o^ la valeur 

^ff' ;=; o'% ooooo 1 5 1 1 4 ^ '; 

ces deux inégalités ne s^élevant pas k -^ àe seconde par 
siècle, sont insensibles pour les plus anciennes observations 
qui nous sont parvenues. 

Mais le même terme Bf* devient très-sensible pour la 
Lune troublée par ]e Soleil dans son mouvement autour de 
la Terre 5 on a en effet 

^8 = o" , 00 i 02066 1 % 

soit environ 10 secondes par siècle, ce qui s'accorde assez 
bien a^ec l'observation, qui donne ai peu près 9 secondes. 

On peut obtenir Tint^rale exacte de Téquation ^i i ) dans 
le cas de deux planètes; on a en effet, d après les valeurs 
de b^ b\ c^ d données au n^ 45, 

6«-hc'=rAf -H Aî-|-2A,A,cos[(^, — //,)r-h*, — kt\ 
^'»-f- e^ = A>V+ AJ aV -+- 2 A, A,a»os[(A,— *,>+ /f,— ^J> 
bb'^ ce' = Af a, -J-ÀJ a, 4-A, A, (a', + a\)œs[{h,— h,)t-h /'.—A,]; 

en substituant ces valeurs dans Téquation précitée, on ob- 
tient un résultat de la forme 

d* =:Mndi -f. N cos[{Â, — A,) i -4- *, — k,], 

M et N étant deux constantes dont les valeurs sont cou- 
nues; d'où, en faisant abstraction du terme Mnt conformé- 
ment à ce que nous avons dit plus haut, 

Ss = J—T sin [(A. — /'2) / -H ^1 — ^1]. 
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Cette inégalité séculaire, est périodiqae comme celle des 
autres éléments elliptiques 5 mais sa période qui dépend de 
Targument h^ — ht est extrêmement longue et est égale no- 
tamment à 70414 années pour Jupiter et Saturne. 

48. Remarque relatwe aux inégalités périodiques, — 
Ces inégalités, qui correspondent aux termes périodiques 
deR dans les formules du n^ 33, étant toujours très-faibles, 
et n'étant en quelque sorte que passagères, sont de peu 
d'importance en Astronomie *, c^est pourquoi nous ne nous 
en occuperons pas. Nous nous bornerons à faire remarquer 
qu'on les détermine en intégrant les équations précitées 
dans les seconds membres desquelles on regarde les élé- 
ments elliptiques comme constants. Cette approximation 
est d'ailleurs suffisante pour un grand nombre de siècles,, 
avant ^^ après l'époque prise pour origine du temps. 

§ V. — Des perturbations du mouvement elliptique des 

COMÈTES. 

49. Les excentricités et les inclinaisons sur l'écliptique 
des orbites des comètes étant considérables, on ne peut plus 
appliquer, pour calculer leurs perturbations, le procédé que 
nous avons adopté pour les planètes, et qui est essentielle- 
ment basé sur le développement en, série de la fonction per- 
turbatrice, ordonné suivant les puissances ascendantes des 
excentricités et des inclinaisons. 

La méthode dont on fait alors usage consiste à partager 
Torbile en portions suffisamment petites pour chacune des- 
quelles on calcule, à l'aide des formules connues de qua- 
dratures par approximation, les altérations produites par 
les forces perturbatrices, exprimées en fonction des coor- 
données de la comète et des planètes perturbatrices. 

50. Variations des éléments du mouvement elliptique 
des comètes, — En négligeant les carrés des forces pertur- 
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batrices> comme nous le ferons dans ce qui suit, on est 
ramené à déterminer les variations des éléments elliptiques 
de l'orbite cométaire, dues à chacune des planètes pertur^ 
batrîces, comme si elle agissait seule. 
On a dans le mouvement elliptique 

I/î/-f- « — (ù = u -^ esinu^ 
r = i ; — i =r fl (i — e cos K h 
l+tfCOS(<' — w) ^ 

d*où 

/ , I — e ces « , rdtt | , 

dt = . du =^ = ra^ du y 

n an 

X = rsin (p — w) = u[cos u — e), 
(2) l jr = rsin(v — (ù) = a^i — ^'sin//, 

\ dx-=. — a sin udu = ■ du , 

■ Vi — ^^ 

dy=asji — e^ ces udu = y^i — e^{x -{-ae)duy 

formules qui sont encore applicables, au mouvement 
troublé. 

Nous choisirons pour plan des xj celui de l'orbite de 
la comète à une certaine époque prise pour origine du 
temps, de sorte que z, (/, d' et (f sont de l'ordre de la force 
perturbatrice. 

Désignons par 

dx dy dz 

les composantes parallèles aux trois axes coordonnés de Ja 
force perturbatrice, X, Y, Z étant des fonctions des 
coordonnées de la comète m et de la planète perturba- 
trice m'. 

Dans le mouvement troublé, les aires décrites en pro- 
jection sur les plans coordonnés ne sont plus constants 
et (14) c, c', c" renferment respectivement comme parties 
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variables les moments de l'impulsion de la force pertnriM» 
trice par rapport aux aices des x^ des ^ et des or; de même, 

le terme - et Tëquation des forces vives (4* équation (3) du 

n^ 28) renferme comme partie variable le double du travail 
de la même force pris en signe contraire. On a donc, d'après 
le mode d'approximation adopté, 

I de =:m' [Yx — Xr) di = m'ra'(Yx — Xj) du, 

(^) Wc' = — m'Zxdt = — m'ra^Zxda, 



(A) 



â(/' = m'Zydt = m'ra^ Zydu , 



, I 



d-- = im' {yidx-^Ydy), 



a 
ou 



9 ma? 

yi— <?' 



=z^m'a^ ( — X sin « -J- Y ^i -^ *' cos u) da , 
d'où l'on déduit, au moyen de la relation n^ = a""', 



(Al) dn = Zm'a^n (X sin « --* Y v/i — e^ cos a ) rfi«. 

On a (28) 

tang ç =1 r- j. tang a ï=: — — j 

et, en négligeant c" et c"* devant c, 



(4) k.=^ct=isja[i^é^), 

pt si l'on pose, comme au n*^ 35, 

tang (p sin a ==i /?, tang ^ cos « = ^> 
on trouve pour déterminer les variations de pet g 
/ d(/' _m'ryZdu 

\ ^^ Ja(i— ^"^ sfî^^ ' 
^ ^ J — éic' _ m'rxZda 

I dg = =: jmL • 
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L'équation (4) donne par la diflférentiatîon) en ayant 
égard à la première des formules (3)) 



(i — ^) da — aede = 2v^fl(i— ^) (T* — X^) dt 
et, en remplaçant da par sa valeur, on obtient 



{(iT) de = m'a sji—e^ [(Yx — X/) ces « + Yr]^«. 

Si Ton différentie l'équation r =: a (i — e cos u) dans le 
mouvement troublé et dans le mouvement elliptique, et que 
Ton fasse la différence, on arrive au même résultat que si 
on l'avait différentiée en faisant uniquement varier les ' 
constantes. 11 vient donc, en désignant par du la portion de 
la différentielle de u dépendant de da et de^ 

,w, -r- adecosu — da(i — ecosu) 

(5) du=z r-^ 

ae sm n 

Si l'on différentie de la même manière, par rapport aux 
constantes, la valeur de sin (%* — co) résultant de la seconde 
équation (i), en ayant égard à celle de cos (»^ — o)), on 
trouve 



(6) 



^_ r sin U de -\- du . [i — «')"! 
L (i — é»cosa)v^i — e^ J 



^^ (i — e^)da — ade(e + cosii) 
ae sin u ^i — e^ 
et, en substituant à da et de leurs valeurs, 
(A*') edfA = am' [{Yx — lLy) sinw — sfr^^ry]du. 

U ne nous reste plus maintenant qu'à calculer la longi- 
tude de l'époque e. Si Ton différentie la première des équa- 
tions (i), par rapport aux constantes, on trouve 

dt — <3^w = ( I — tfcos u)du- — SÎD ude — tdn* 

expression dans laquelle il est inutile d'avoir égard au 
terme — tdn^ qui disparaît dans la variation 
ndi'^tdn -^dt — df^s 
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de Ja longitude moyenne. En éliminant du au moyen de 
Tëquation (6) on trouve 



dz — (i — ^i — é*)d(ù 

(A'^) J (2 — eco^u — é*) , rcosji(2 — ^cosu) — el , 
1 = — sin w -' de-i- ^ — ■ — k^«, 

et enfin, si on remplace é/e et dtù par leurs valeurs ci-dessus, 
on obtient 

(A7) ds = (j — \/i^é')di0—2m'r{XX'^-Yy)du. 

On calculera au moyen des formules précédentes (Â), (A'), 
(A''), (A'"), (A7) les altérations des éléments de l'orbite de 
la comète, par les méthodes connues de quadrature par ap- 
proximation : i^ lorsque l'on aura exprimé r. Xyj" au moyen 
des formules (1) et (2) en fonction de la variable u à laquelle 
on donnera différentes valeurs numériques ; a^ lorsque 
Ton aura déterminé les valeurs correspondantes des coor- 
données de la planète perturbatrice qui entrent en outre 
dans les expressions de X, Y, Z, et c^est ce qu'il nous reste 
à faire. 

Soient x', y\ z' les coordonnées de la planète, r' son 
rayon vecteur 5 d l'inclinaison de lorbile de la planète sur 
le plan de celle de la comète ^ A la longitude de son nœud 
ascendant comptée sur ce dernier plan à partir de la ligne 
des apsides \ u' l'angle formé par r' avec la ligne des noeuds. 
On reconnaît facilement que 

jcf z=: r' cos v' cos "k — /•' sin p' sin "k cos $, 
y* = r' ces t*' sin X -h r' sin (»' cos X cos d, 
a'rsr'sinp'sin^, 

avec la relation 

a' (1-0 



r' 



I H- ^ cos ( p' — a>' ) 
Les constantes d et X se détermineront d'après les posi- 
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tions relatives et connues des orbites de la comète et de la 
planète ; d'autre part, si Ton prend pour origine du temps 
Tinslant du passage de la comète au périhélie, l'angle e — &> 
devenant nul, la première formule (i) donnera 

t = a^ {u — esinu) 

pour le temps en fonction de u écoulé depuis le passage au 
périhélie en fonction de U^ et les Tables astronomiques fe- 
ront connaître les valeurs de r' et p* correspondant à celles 
de t déterminées par cette formule. 

SI . Calcul de là variation éprouvée par la durée de la 
révolution complète d*une comète. — Désignons par N la 
valeur de n à l'instant du passage au périhélie pris pour 
origine du temps, valeur qui représenterait la vitesse angu- 
laire moyenne du rayon vecteur si le mouvement elliptique 
n'était pas troublé, et appelons (d^)t la variation éprouvée 
par ^ au bout du temps t : on aura 



j; = N^4-( Sn = fit-h 



(^Ç)m 



t étant supposé donné, par suite la valeur correspondante 
de u\ et l'intégrale (^Ç)t = j an s'obtiendra approxima- 

t/O 

tivement au moyen de Féquation (Ai) par une double qua- 
drature. 
Soient 

T,T' les intervalles de temps qui séparent respectivement 
le premier passage au périhélie pris pour origine du 
temps, du second passage, et le second du troisième ; 

N' la valeur de n au second passage ^ 

($7z)t la variation éprouvée par n au bout du temps t. 

On pourra supposer (^Ç)x^t'= (^O^ts en négligeant 
les termes du second ordre ordre par rapport aux massps m 

8 
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et m' : et Ton aura 

La première de ces équations fera connaître N si T est 
donné par l'observation ^ la valeur de N' étant fournie par 
la seconde, la troisième permettra de prédire, par la valeur 
que Ton en déduira pour T', le troisième passage au pé- 
rihélie. 

52. Déifeloppement en séné des pertitrbations d'une 
comète lorsqu'elle s'éloigne beaucoup de la planète per- 
turbatrice. — Si l'on considère une portion de l'orbite 
cométaire, dont la distance de chaque point au Soleil soit 
très-grande par rapport à celle de la planète perturbatrice 
à cet astre, on peut remplacer la méthode précédente, qui 
dans l'application conduit à de longs calculs, par la sui- 
vante, basée sur le développement de R en série. ^ 

On a, d'après le n® 22, 



■=<7 



Or, en appelant 6 l'angle formé par r, 7', on a, aux termes 

^ ^ r' 

du second ordre près en — » 

p'z=ir — r'cosÔ, ou - = — | — ; cosô: 

^ p r r^ * 

et comme 

cosô = ^ j 

rr' 

il vient 

R=«,'[i+(xx'+r/-»-«') (;^-;^)} 

Le terme — donne lieu à une force — - dirigée de m vers M, 

r ^2 o 7 



X d^x 
r3 ~" dt^ ' 


y d'Y 

r» dt' ' 


z dH 
r» ~ dt* ' 


x' d^x' 


x' _ d^r' 


«' rf'z' 


r'»~" dt' ' 


r» dt* ^ 


r» '^ ^^» 
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qui vient s'ajouter à celle —y- qui est due à raction 

mutuelle de la planète et du Soleil* Il est donc inutile d'en 
tenir compte^ puisqu'il ne trouble pas le mouvement ellip- 
tique, et qu'il n'a pour effet que d'augmenter d'une petite 
fraction le coefficient fi que nous continuerons à supposer 
égal à Tnaité. Il nous suffit donc d'écrire 

en nous rappelant que m^ z est du second ordre par rap- 
port aux masses, et que dans cette expression on peut 
prendre, comme dans le mouvement elliptique, 



(«) 



Cela posé, admettons que les coordonnées Xjj^ z soient 
celtes de la position que la comète occuperait au bout d'un 
certain temps si son orbite n'était pas troublée, et soient 
x-hîx, X'^^y^ z-h$z les coordonnées de sa position 
réelle, Jjc, Sj^ dz étant, de même que la variation Sr de r, 
des quantités de Tordre de la force perturbatrice. En rem- 
plaçant, dans la première des équations (i) du n^ 27, 
respectivement, x, y, z, 5r par x + Jx, j^+5^, z-\-$Zj 
r+ir, et R par sa valeur (7), on trouve 

d^Sx ùx ^xir 
dt* "^ Ta" r*^ 

Cette équation, en vertu des valeurs (a) et de la relation . 

xôx-^jrSx -^ zSz 

tSr^rz ■■ j 

r 

8. 
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devient 



de 



Oii obtiendra deux équations différentielles pareilles en 
$y et îz, et l'on reconnaîtra que les trois équations ainsi 
obtenues sont satisfaites par les valeurs 

dont nous aurons besoin un peu plus loin et d'où Ton dé- 
duit 

L'expression (7) de R donne, en ayant égard aux va- 
leurs de ~ • "^ï -7; • ~ fournies par les formules (a), , 

=^^V ^' — ^^ — ^/' 

et de la première des équations (Â) on déduit, par suite, 

,. + ^^^^-^ ) +const., 

da étant la variation éprouvée par le demi grand axe, à 
partir d'une position déterminée de la comète, et Ton fixera 
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la valeur de la constante par la condition que $a 5oit nulle 
pour cette position. 

On déduira de là la valeur de Sn slVL moyen de Tëqua- 
tion /i* = a""*, qui donne 

(B,) *« = _3».'««(îî^ + ±f^:±*:^)-+-const. 

Les équations (3) deviennent, en continnant à négliger 
les termes du second ordre par rapport aux forces pertur- 
batrices, 

dc = m'{yx — yjr) ^1. _ _L j fit, 

dc"=n,yz'(±-l-^dt, 
d'où, en vertu des formules (a), 

^c=m y j^ —y 

(P) (*c'=«!^ i, 

3^_^ Aydz'-z'dx) 

OC ^= /7I — : » 

dt 

et Ton calculera les variations de ;? et ^ au moyen des re- 
lations 

B') Sp= ■ => êq=-^—= 

Supposons que, le plan de Forbite étant rabattu sur le 

plan fixe, on prenne pour origine de Tangle (ù la position 

du grand axe de l'orbite elliptique correspondant à ce plan 

fixe, tù étant une quantité de Tordre de m', dont on peut 

négliger le carré : Téquation de l'orbite peut se mettre sous 

la forme 

ex -H etùjr = 0* — r; 
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par suite, 

dx dy l xdx Ydr\ i 

mais on a 

dy da- , 

d'où 

X dy 

e= y- c-f^ 

I \ J r dt 



\ r di 



Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que la va- 
leur initiale de o) étant nulle, on a 

De la première des équations (y) on tire 

x^r — r$x cdSy dy _ 
r^ di dt ' 

OU, en vertu des premières équations (/3) et (y) et des va- 
leurs (il), 

/^ ,r ^ i^r'—rx') dy' (xdy --ydxn 



f^ r xdy'-'^y'dx 4- x'dy —ydx' '^ 
^ dt L ^^ J 

(R*) / et Ton trouve de même 



I ^^^ , , ./ - f"^^' — :^'*') ^ dj^ {xdy—ydx) 



r^ dt dt 

dx [xdy — y'dx -4- x'dy — ydx')' 
dt dt 



]■ 



Il ne nous reste plus maintenant qu'à calculer Taltéra- 
tion de l'anomalie moyenne ^. Nous supposerons d'abord 
que l'origine du temps est Pinstant du passage de la comète 
au point de l'orbite à partir duquel on peut commencer à 
prendre la valeur approchée de R obtenue au n** 52, et nous 
représenterons par S^n la variation éprouvée par n à partir 
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de cet instant. Mous aurons 



^Ç= / S'adt-i-i^^Su», 



et en diôerentiant, puis remplaçant dans le résultat * 
dSe par sa valeur fournie par Téquation (A"'), 

i9\ .^v ^f , dSesmu(7L — c* — ecostt) d8tù{î — ^cosu)^ 
(8) dH = ^ndt i ; ; , — i-, 

ou, en remarquant que ndt =: du(i — ecosi/), 

j*v J Sesmul:^ — e^ — ecosu) Soid — ecosuYl 
dS}^=: — d\ '— i H , 



[t 



; — • Se -h ne , ndt. 



Soit m'v la valeur de $n donnée par la formule (B,) au 
point de Torbite à partir duquel nous comptons actuelle- 
ment le temps^ on a 

^« z=Sn — m'v'y 

mais les valeurs ci-dessus de dn^ 8e^ do> sont liées entre 
elles par la relation 

Sn 9.cosU'^e nsmu _ 
1 r~ 0^ H — , ed<ù 

m' jxdjr' — ydx'-^y'dx — x^dy) 



a^n ^i — <?' dt 

que l'on vérifiera facilement en remplaçant par leurs va- 
leurs en fonction de u les variations de x\ y\ —t ? — ^ 

^ ^ ^ dt dt 

et qui permettra de calculer $'/z. Il vient donc enfin, en inté- 
grant Téquation (J) et ayant égard aux valeurs (B'^) 

( S^=—m'^t^m'^-X^=:^ —Se 

(C) 



, (xy — xy) sintf(2--g^ — gcosit) 

fl*(i — e*) I — c» 



i ^ U—ecosu]^ 



. , const., 

y'i — e* 



formule due à Lagrange. 
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53. Supposons maintenant que l'on veuille pousser plus 
loin l'approximation et déterminer les altérations des con- 
stantes dues à la partie complémentaire de R que nous avons 
«négligée au n^ 52. On reconnaît facilement que cette partie 
a pour valeur 

En posant 

35 



-T -7^ ^—' 



on voit que 

^ = Tw'X = m'(P.r -4- P'^) , 
cix 

^=«,'T = ™'{P7 + py), 

^ = m'Z = /w'(P« + PV), 
dz 

et les équations (6) et (7) et (11) donnent, par suite, 

de = m'^'{a^y^a:y')dy-^m'(xdy^ydx){Vy'^V'y'), 
fùde=m'V'(x^y -- xy')da: -^ m' {ydx ^ xdy) {^y -j- ^y'), 

£/« = ^' ~" ^' ~" ^^ grffc)— 2fl/irfr[P(;r»-f-j^)-i-F(.ra/-f-r/)]> 

rf/? = . ^'yz'dt, dq = ^ Vxz'dt, 
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Si maintenant on fait dans ces formules 

j?=.rco8P, j^=rsinp, « = o, 

d(i-g') «^(1-^'') 

r= ? r = -— rr) * 

i+«CoSP !-+-<? ces (<^ — »} 

puis que l'on remplace oc!^j\ z' par leurs valeurs en fonc- 
tion de if' résultant du n^ ^, en observant que le mouve- 
ment elliptique donne 



(9) r^dQ = sla[i'^e^)dt, r'^d»' = )/a' (i — e')de, 

on voit que chacune des expressions précédentes pourra se 
développer en une suite de termes de la forme 

m' J cos (/p 4- 1 ' / H- J) dvy 

que l'on ne pourra intégrer que si l'on peut négligei^ iV 
devant zV, ce qui a généralement lieu pour la portion de 
Torbite dont nous nous occupons. Toutefois, on peut ap- 
^proximativement tenir compte de i^ \f en opérant comme il 
suit. 

En remplaçant dv par sa valeur 

d. = tla.'^l^^. 

déduite de l'élimination^ de dt entre les équations (9), 
rintégrale qu'il s'agit de trouver devient 



/; 



— cos(iV-hiV-|-/); 
mais on a 



r» fl^(i --<?')[i-f-^ cos (c'' — «')]»' 

et si l'on remarque que e' est une petite quantité^ l'inté- 
grale ci-dessus pourra se développer en une suite de termes 
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de la forme 

j, / cos {/,«»-+-« y H-yi)^' 
= ^ sin (/.P + /'y -f-y.) — ^ fcofi{i,(^ 4- /; p'4-y,)^<'. 

Le dernier terme, eu égard à la valeur ci-dessus de dt^^ 
équivaut à 



et est beaucoup plus petit que 

r rcos(/,p4-/y-4-/J^', 

en raison de la petitesse des rapports — et -y- On peut 

donc considérer l'intégrale précédente comme approxima- 
tivement égale à 

J' 
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CHAPITRE m. 

CALCUL DE L'ATTRACTION DES CORPS. 



§ I. GÉNÉKALITÉS sur l'attraction des SYSTEMES 

MATÉRIELS. 

54. Si l'on veut xatlacter à la gravitation la forme par- 
ticulière et pour ainsi dire géométrique qu'affectent les 
corps célestes lancés dans l'espace, les phénomènes qu'ils 
présentent soit dans leur mouvement propre, soit dans celui 
des fluides qui en recouvrent la surface, on voit que Ton 
doit chercher d'abord a calculer les résultantes des attrac- 
tions exercées par les particules d'un même corps sur les 
différents éléments matériels d'un autre corps, ou plus 
simplement encore la résultante des actions qui émanent 
du premier corps sur chacune des molécules du second, et 
c'est ce qui fait l'objet de ce chapitre* 

55. Expressions des composantes parallèles à trois 
axes rectangulaires de V attraction d'un système matériel 
sur un point matériel, — Soient 

m', m', , m'j, . . . les masses élémentaires du système dont 
nous représenterons la masse totale par M'; 

r, Tj, r,,... leurs distances respectives au point matériel 
de masse m sur lequel elles exercent leur attraction; 

x, y, z les coordonnées du point m rapporté à trois axes 
rectangulaires Ox, Oj^ Oz fixes dans l'espace. 

Si nous supposons que la loi de l'attraction soit repré- 
sentée par une fonction quelconque (p(r) de la distance, 
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rattracliou ^exercée par ni sur m sera mm^cf (r). On peut 
concevoir que m change de position par rapport au sys- 
tème M' considéré comme fixe et invariable; et dans cette 
hypothèse l'attraction ci-dessus donnera lieu, pour un dé- 
placement finr, à un travail total représenté par 



-wj 



En désignant par V la somme des travaux semblables résul- 
tant des attractions de toutes les parties de M^ sur m, nous 
aurons 

ou, pour abréger, 

V=— fnS.m' I <f{r)dry 

le symbole S ayant la signification ordinaire de somme. 

Soient X, Y, Z les composantes parallèles aux axes Ox, 
Oy^ Oz de l'attraction totale de M' sur m; le travail élé- 
mentaire de celte attraction, représenté par l'accroissement 
infiniment petit d\ de V, est aussi égal à la somme des 
travaux élémentaires partiels des composantes ; on a donc 

d\ = Hdx 4- Y^r -H Zdi, 

Mais comme V est une fonction de r, r,, r,, . . . , et par suite 
des trois variables a:,j^, ^, on a aussi 

,„ dV , dW ^ d\ ^ 
d\ = --dx-h-j-djr-h-y-dzy 
dx dy dz 

et par suite 

V ^V ^ d\ dW 

dx djr dz 

On voit ainsi que les composantes de Tattraction s'ex- 
priment très-simplement au moyen des dérivées pai:tielles 
de la fonction V du travail, à laquelle on a donné le nom 
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de potentiel, et que le tout se réduit i détélrminer cette 
fonction. 

La fonction V de x^y^ z égalée à une constante arbi- 
traire C, ou l'équation 

V = C, 

représente une famille de surfaces dites surfaces de nweau 
jouissant de cette propriété que Tattraction exercée par M' 
sur chacun des points de l'une de ces surfaces est dirigée 
suivant la' normale correspondante de cette surface; et en 
effet le travail élémentaire dS est nul pour tous les dépla- 
cements que l'on peut concevoir sur la surface. 
Dans le cas de la nature ou de la gravité, on a 

?('•)- 7i' ■ 
et, par suite, 

r 
Sî ocfjj'^, z\ sont les coordonnées de m', on a 

d'où 

d\ m'jx — œ') 

A.= -— =: mh» 9 

ax /•* 

L-^ «S , 

expressions que Ton aurait pu écrire à priori en remar- 
quant que la composante suivant Ox de l'attraction de m' 

mm' 

sur /», par exemple, est égale à — p multiplié par le cosi- 
nus de l'angle que fait cette force avec Taxe ci-dessus, 

, , ,. à"' — X 
c est-a-dire par • 

Admettons maintenant que m fasse partie d'un système 



I2l6 TUAITÉ ÉLÉMBNTÀIRE 

matériel M dont nous désignerons par nii^ nif, m,,. .• 
les autres éléments, et par (Xi, yi, Zi), (o^s, ^i, z^)^ 
(X8,^8) '^slv ^6^ coordonnées correspondantes^ soit U 
la somme des fonctions telles que Y, relatives à toutes les 
molécules de ce système : U est égale à la somme des pro- 
duits deux à deux des masses des molécules de Fun et 
Tautre système par l'inverse de leurs distances, La somme 
des composantes suivant Ox des attractions exercées par 
M^ sur les différents points de m sera donnée par 

du dV dV 

ox dXi dUt 

attendu que Y, par exemple^ étant la seule partie de U 
qui renferme x, la composante de Tattraction de m' sur m 

dV dV ^ . . . . , ,, 

est — ou — • Un voit ainsi que les composantes de I at- 
traction entre les deux systèmes s'expriment encore facile- 
ment à Faide des dérivées partielles du potentiel U. 

56. attraction d^un sjstème matériel sur un point 
matériel qui en est très^éloigné par rapport nux propres 
dimensions du système. — Supposons que Fon prenne 
respectivement pour origine et pour axes coordonnés le 
centre de gravité O et les trois axes principaux d'inertie 
correspondants du système M', et soient {^g. 3) : 

a la distance Om du centre de gravité O au point attiré \ 

d^ a,, «jj... les distances Om', Om',, Om',,.., du 
même centre aux différents éléments matériels m\ 
m,, m',,... de M'; 

a, (3, y les angles formés par Om avec Ox, Qy, Oz; 

A, B, C les moments principaux d'inertie de M' par rap- 
port ^ Ox, Oj, O z -, 

m'P la perpendiculaire abaissée du point m' sur Om ^ 

r, /'i, Tj, . . • les distances mm\ mm\^ mm'^^. . . ; 

{a/y y y 2'), (^''i,y, , z\),, . . les coordonnées des points 
m\ m,u .... 
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On a 

S.7ii'=M', 

puis, d'après le théorème des moments, 
S.m'.OP = o, 

et, en exprimant que Ox, Oy^ Oz sont trois axes p^inci- 
pauic d'inertie, 

S./w'a/^'=o, S.m'x'z'=o, S.m>'»'=o; 
de plus, la figure donne 

OP = x' ces a 4-y ces p 4- C0S7 , 

En appliquant à l'inverse de r la formule du binôme 

limitée aux termes du second ordre en — ? — » il vient 

a a 

par suite, eu égard à ce qui précède, 

V=»iS — ^= h--TS./iiH30P —a'*}. 

r a 1 a^ 

Or on a 

B = S.iw'j:'«-t-S.mV% 
C==S./w'a:^^-f-S,m'y% 

S.iw'OP =cos*aS.mV*-H cos^pS.wV'-l- oos'7S.fii'£'', 

et enfin 

/72M I /Il - ^ -_ _ .. .^*^ . ^» 

V = 1 [cos*a (B + C — 2 A) 4- co8»fi(C -h A — aB) 

-f- 008^7 (À + B — aC)]. 

Si l'on néglige le second terme de cette expression ou le 
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carré du rapport des dimensions de M' à la distance a sup- 
posée beaucoup plus grande, il vient 

a 

expression qui est identiquement la même que si le corps M' 
était remplacé par un point matériel de même masse placé 
à son centre de gravité. Donc ; 

L'attraction d^un système matériel sur un point qui en. 
est fort éloigné est à peu près la même que si toute la 
masse de ce système était concentrée en son centre de 
gra{fité. 

En supposant que m fasse partie d'un système matériel M, 
fort éloigné de M', l'attraction exercée par le second de ces 
systèmes sur le premier, égale et contraire à celle de M sur 
la masse M' considérée comme concentrée en O, sera par 
conséquent la même que si ceis deux masses se trouvaient 
concentrées en leurs centres de gravité respectifs, et l'on a 
ce théorème, indépendant d'ailleurs de la loi de l'attraction, 
comme il est facile de s'en assurer : 

Les centres de gratuité de deux systèmes matériels fort 
éloignés l'un de P autre s'attirent comme si les masses 
totales de ces systèmes sy trou\Hiient respectivement con- 
centrées. 

Le système d'une planète agit donc à très-peu près sur 
les autres corps du système solaire comme si la planète et 
ses satellites étaient réunis à leur centre commun de gra- 
vité,/et ce centre est attiré de la même manière par les dif- 
férents corps du système solaire. 

Chaque corps céleste étant un assemblage de molécules 
douées d'un pouvoir attractif, et ses dimensions étant très* 
petites relativement à sa distance aux autres corps du sys- 
tème du monde, son centre de gravité est à très-peu près 
attiré comme si toute sa masse y était réunie^ et il agit de 
la même manière sur ces diflerents corps. C'est ainsi qu'il 
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nous a été permis, dans la recherche du mouvenienl du 
centre de gravité d'un corps céleste, de considérer ce der- 
nier comme un simple point matériel de même masse con- 
centrée en ce centre, hypothèse que rend plus exacte encore 
la sphéricité des planètes et de leurs satellites, comme nous 
le Terrons plus loin, et qui admise à priori, sauf justifi- 
cation ultérieure, a conduit NeMrton au principe de la gra- 
vitation. 

Revenons au sujet qui nous occupe : si l'on veut pousser 
plus loin l'approximation et tenir compte des termes du 
second ordre, il suffira de considérer le second terme de V 
ou de poser tout simplement 

V = i~ [cos'a (B ^- C — 2 A) -h ces* p (C 4- A — 2B) 

-f-cos>7(A4-B — 2C)], 

en ajoutant aux composantes parallèles aux axes, résultant 
de cette valeur, celles qui proviennent de l'attraction sur 
le point m de la masse M' concentrée au point O. 

Pour obtenir X ou —9 on remplacera, dans Y, cos'a 

par sa valeur 

I — C08* B — cos'v = 1 — ^ j 

*^ a* 

et Ton aura 

y^i^ r B-hC--2A ^ ^ j»(A-B)4-z»(A^Cn 

En différentiant par rapport à x et remarquant que 

a = s/^^rp^r^, _ = -, 

on trouve 

9 
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et de même 

Y=^5î:!Z:jC-hA-2B-f.-,MB-.A)4-z»(B-C)]j, 

Z=-25JA + B-2CH-^J*^(C-A)+j'(C-B)]j. 

Dans ce qui suit, nous aurons moins besoin de ces for- 
mules que de celles qui donnent les valeurs des moments 
3ÎL„ 311/^, SU;, de Fattraction exercée par M' sur m ou 
inversement, par rapport aux axes Ox, O7, Ois, et Ton 

wiM' 
trouve, en laissant de cAlë la composante — ;— dirigée de m 

vers O, qui ne donne aucun terme, 
et de même 

Olly= -^ (C A)XZ, 

Ces formules nous seront fort utiles lorsque nous nous 
occuperons du mouvement des corps célestes autour de leur 
centre de gravité. 

§ n. — Attraction des corps terminés par des surfaces 

' SPHÉRIQUES. 

57* Considérations générales sur la constitution des 
corps célestes. — Les corps célestes ont une forme à très- 
peu près »phérique, et, diaprés ce que nous connaissons sur 
la constitution physique et Forigine ignée de notre globe, 
nous sommes conduit à croire qu'à une certaine époque ils 
se trouvaient à Tétat fluide. Ainsi, avant la formation de la 
première coucliç solide, ils ont dû affecter la forme d'équi- 
libre d*uné masse fluide soumise a ses actions mutuelles et 



Lj 
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animée d'an mouvement uniforme de rotation autour d'un 
axe, forme que le retrait dû au refroidissement n'a pu 
modifier d'une manière notable ^ et il y a tout Heu de pré- 
sumer que, dans dé pareilles circonstances, les matières de 
même densité se sont groupées symétriquement autour de 
l'axe de rotation. 

La force centrifuge développée par le mouvement de 
rotation a dû modifier la forme sphérique que la masse 
fluide aurait naturellement prise sous T action de ses attrac • 
tions mutuelles, si cette rotation n'avait pas existé^ mais, 
comme d'après l'observation les mouvements de cette na-: 
ture sont généralement très-Iénts, les déformations qu'ils 
ont prodtdtes sont très-faibles; nous pourrons donc, dans 
une première approximation, en faire abstraction^ et ad- 
mettre que chaque corps céleste est composé de couches 
sphériques concentriques et homogènes, dont la densité 
varie avec la distance au centre. 

Nous sommes ainsi conduit à calculer l'attraction d'une 
couche sphérique homogène sur un point matériel. 

58. Attraction d^une couche sphérique homogène sur 
un point extérieur, — Quelle que soit l'épaisseur de la 
couche, on peut toujours la supposer décomposée en cou- 
ches extrêmement minces, et il suffira de considérer cha- 
cune d'elles en particulier, puis de faire la somme de leurs 
attractions, dirigées évidemment du point attiré m vers 
leur centre commun, pour avoir l'attraction de la couche 
totale. 

Soient 

a' le rayon d^une couche infiniment mince ; 

e 9on épaisseur; 

p sa densité ; 

a la distance de son centre au point attiré m. 

Concevons un cône ayant pour sommet le centre O 
[fiS' 4)? aboutissant à un point m' de la surface extérieure 

9- 
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de la couche, d'une ouverture infiniment petite mesurée 
par Vêlement sphérique d(t>j c'est-à-dire par la portion de 
surface qu'il intercepte sur la sphère ayant O pour centre, 
et l'unité pour rayon ; ce cône déterminera, dans la couche, 
l'élément de volume a'* e^f go. Si l'on fait abstraction de la 
discontinuité de la matière de la couche, ou si l'on conçoit 
que Ton y substitue une matière fictive continue, occu- 
pant le même volume fini sous la même masse, nous pour- 
rons considérer le volume a!^ed(ù comme ayant la masse 
pa'^edtù. Cette conception théorique paraîtra suffisamment 
exacte si l'on observe qu'un volume fini, assez petit pour 
être regardé, sans erreur sensible, comme une différentielle, 
renferme un très-grand nombre de molécules matérielles. 
La masse élémentaire pal^edtù donnant lieu à l'attrac- 

tion — ^ j — 9 on a pour le potentiel 



J mm' 



l'intégrale étant relative à la surface entière 4?^ de la sphère 
ayant lunité pour rayon. Quant à la masse entièr&de la 
couche sphérique, elle a pour expression 

m' = p47:a"e. 

Soient p le cosinus de l'angle formé par Om' avec Oniy 
angle qui doit varier de o à tt, et ^ l'angle compris sous le 
plan mOm' et un plan fixe passant par Om. Portons sur 
Om', à partir du point O, une longueur O/z égale à l'unité, 
projetée en Os sur Om. Si le plan nOm tourne de Tangle 
dq autour de Om, l'arc décrit par n est 

— /\ 

dqyC, Osz=dq sinnOs^ 

et si, dans ces deux positions, on fait varier Tangle nOm 

d'^^e quantité infiniment petite, on détermine un élément 

sphérique mesuré par 

. /N /\ 
dq s\nnOsdnOs= — dqdp^ 
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et que Ton peut prendre pour d(ù. D'autre part, on a, dans 
le triangle Om!m, 



mm' ^= ^a} — a aa'p + a'^\ 
il vient donc 



(a) Y=ùma*^e\ dp \ . = » 



d'où résulte que la couche attire le point m, comme si 
toute sa masse était concentrée en son centre. De là on 
déduit facilement ce théorème : 

59. Une sphère pleine ou creuse homogène, ou compo^ 
sée de couches concentriques homogènes dont la densité 
varie as^ec la distance au centre suii^ant une loi quel^ 
conque^ exerce sur un point extérieur la même attrac" 
tion que si toute sa masse était réunie en son centre; et 
comme conséquence, en raisonnant comme au n^ 56 : 
Deux sphères composées de couches concentriques homo- 
gènes s'attirent comme si leurs masses étaient concen- 
trées en leurs centres respectifs, 

60. Attraction d^une couche homogène sphérique ou 
terminée par deux ellipsoïdes semblables sur un point 
intérieur. — On conçoit facilement que pour trouver la 
loi de l'attraction d'une sphère semblable à celles du 
numéro précédent, il suffit de déterminer la résultante des 
attractions exercées par une couche sphérique homogène 
sur un point m placé dans le vide intérieur. 

Concevons un cône d'ouverture infiniment petite, mesu- 
rée par l'élément sphérique dtù^ ayant pour sommet le 
|M>int m^ il déterminera dans la couche deux segments 
exerçant sur le point m deux actions directement opposées. 
Soit r la distance du point m à un point quelconque de 
l'un de ces segments; on pourra décomposer ce dernier en 
éléments de volume tels que r*d<ùdr dont la masse donnera 
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lieu à l'attraction 

m .p — ^ = m . pdtddr. 

r' * 

En intégrant par rapport à r, et appelant u l'épaisseur du 
segment dans le sens de r, on trouve, pour Tattraction qu'il 
exerce sur m, mp udtù ; et comme l'épaisseur u est la même 
pour les deux segments, on voit que leurs actions sur m se 
neutralisent, et que par suite le point m se trouve en équi- 
libre dans Fintérieur de la couche. La même chose a lieu 
pour une couche homogène terminée par deux ellipsoïdes 
semblables, puisque les deux portions â*\me corde com- 
prise entre deux ellipses semblables de même centre et 
semblablement placées sont égales entre elles. Donc : 

Une couclie homogène sphérique ou terminé^ par deux 
ellipsoïdes semblables n*exerce aucune attraction sur un 
points et par suite sur un corps ou système de points ma-- 
tériels, placé dans son intérieur. 

L'attraction d'une sphère composée de couchas homo- 
gènes concentriques sur un point se réduit donc à celle des 
couches intérieures à la surface sphérique passant par ce 
point. 

La valeur de V pour le cas d'une couche sphérique et 
d'un point placé dans son intérieur étant constante, peut 
facilement s'obtenir; il suffit pour cela de supposer le 
point m placé au centre, et alors on a 

I d» j rdr:=: 2Km^(a!* — a'), 
oj «/a 

a, a' étant les rayons des sphères qui limitent la couche. 

61 . application à la pesanteur. — Le poids d'un corps 
à la surface de la terre n'est autre chose que la résultante 
des actions attractives qu'elle exerce sur les différents points 
de ce corps, combinée avec la force centrifugé due à ^a. ro- 
tation sur elle-même. Si dans une première approximation 
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on néglige cette force dont il sera toujours facile de tenir 
compte, ainsi que l'aplatissement aux pôles, on peut tirer 
des théorèmes précédents Texpression de Taccélération g 
de la pesanteur terrestre ) on a, en effet, en supposant que 
a' représente le rayon de la terre et p sa densité moyenne, 



3 



]Vr = ^wp«'S ^=r7^ = i'fp«' 



D'après le numéro précédent, cette formule est égale- 
ment applicable à un point compris dans rintérieur de la 
Terre, située à une distance al de son centre de gravi té 5 
et l'on voit ainsi que dans l'intérieur de la Terre la pesan- 
teur croît comme la distance au centre. Mais il ne faut pas 
perdre de vue que cette conclusion est subordonnée à Wiy- 
pothèse d'une densité uniforme pour la Terre, ce qui n'a 
pas lieu en réalité, comme nous le reconnaîtrons plus loin. 

62. Le Soleil, les planètes et les satellites pouvant ètrie 
considérés à peu près comme formés de couches sphériquês 
homogènes concentriques, attirent les^corps extérieurs sen- 
siblement de la même manière que si leurs masses se trou- 
vaient concentrées en leurs centres. L'erreur commise est 
du même ordre de grandeur que la différence entre la sur- 
face de Taslre considéré et celle de la sphère, pour un point 
attiré voisin de cette surface, et pour un point plus éloigné 
elle est du même ordre que le produit de la différence ci- 
dessus par le carré du rapport du rayon du corps attirant 
à la distance de son centre au point attiré *,'car on a vu au 
n^ 56 que Féloignement d'un corps attiré rend Terreur 
résulunt de la supposition précédente du même ordre que 
le carré de ce rapport. Les corps célestes s'attirent donc 
très-sensiblement comme si leur niasse était concentrée en 
leur centre, non-seulement parce qu'ils sont fort éloignés 
relativement à leurs propres dimensions, mais encore parce 
que leur figure diffère peu de celle de la sphère. 
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63. Recherche des lois de V attraction pour lesquelles 
les sphères s\attirer^t comme si leurs masses étaient cofi' 
centrées en leur centre. -^ La propriété des sphères, com- 
posées de couches sphériques homogènes, d'attirer comme 
si leur masse était concentrée en leur centre de gravité est 
très*remarquable, et il n^est pas sans intérêt de rechercher 
si elle n'existe pas pour d'autre lois de l'attraction. 

Cette propriété ayant lieu par hypothèse pour une sphère 
et celle que l'on obtiendrait en lui enlevant une couche 
sphérique superficielle infiniment mince, subsiste néces- 
sairement pour cette couche. Il suffit donc de déterminer 
les lois de l'attraction pour lesquelles une couche sphérique 
infiniment mince attire un point extérieur comme si toutç 
sa masse était concentrée en son centre. 

Soient (f (r) la loi inconnue de l'attraction et 



n^)=-f9(r)dr; 



le potentiel Y relatif à cette loi s'obtiendra en remplaçant, 
dans la formule (a) du n^ 58, 



I 



par F{r). Or il faut, d'après l'hypothèse admise, que V 
soit égal à M!mF(a) augmenté d'une constante indépen- 
dante de a et que nous représenterons par M'mU, U pou- 
vant renfermer a'\ On a ainsi, en faisant quelques simpli- 
fications. 



£ 



et comme de la relation 

/.s -3 û» — 7,aa' p -f- a' 

on tire 

rdr 
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il vient, en remplaçant la variable p par r, 



x: 



et en posant 

jrY{r)dr = if[r), 
on obtient 

>{*(« + û') -- ^ (a — a')=ziiaa'Y[a) + laa'U. 

Si Ton différentie deux fois cette éqaation par rapport à a^ 
puis par rapport à a', on a 

Y{a'^a')—Y{a — a')-ia'[Y''{a)a^ir{a)] 

= — 2a'[(p'(ûr)«4-a(p(«)], 



d'où 






•> 



Or le premier membre de cette équation est uniquement 
fonction de a, et le second de a', ce qui ne peut avoir lieu 
qu'autant que cbacun d'eux est égal à une constante A. Il 
vient donc, en changeant a en /*, 

d'où 

, V Ar B 



B étant une constante arbitraire ; telle est la Ipi cherchée. 
Si A = o, on retombe sur la loi de la nature, et Ton voit 
que c'est la seule qui, rendant l'attraction très-petite à de 
grandes distances, donne aux sphères la propriété d'attirer 
comme si leur masse était concentrée en leur centre. 

On démontrerait par une analyse semblable à la précé- 
dente que la loi naturelle est aussi la seule pour laquelle 
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un corps placé dans l'intérieur d'une couche spbérîque 
homogène est également attiré de toute part*, mais nous ne 
nous arrêterons pas à ce calcul, qui ne présente aucune 
difficulté. 

§ m* — Attkàctioiî des ellipsoïdes homogeves. 

64. Les recherches analytiques relatives à la forme des 
corps célestes s'appuient essentiellement sur la considéra- 
tion des ellipsoïdes, et nous allons en conséquence chercher 
à déterminer l'attraction exercée par un ellipsoïde homo- 
gène sur un point extérieur^ c'est d'ailleurs le seul cas que 
nous ayons à examiner, puisque, d'après le n^ 60, l'attrac- 
tion d'un pareil corps sur un point de sa masse se ramène 
à celle de l'ellipsoïde semblable passant parce point. 

Ce problème, l'un des plus difficiles de l'analyse, a oc- 
cupé les plus grands géomètres^ Newton, Maclaurin, La- 
grange, Legendre en donnèrent des solutions, mais dans 
des cas particuliers. La place, le premier, le résolut dans 
toute sa généralité en employant une analyse très-compli- 
quée*, plus tard, Ivory et Gauss en donnèrent chacun une 
solution plus simple. Enfin, M. Chasles, en i838 et i84o, 
arriva au même résultat par une méthode géométrique ex- 
trêmement remarquable sous le rapport de la simplicité, 
et nous nous bornerons à la reproduire, en établissant au- 
paravant les quelques lemmes sui* lesquels elle repose. 

65. Digression sur quelques propriétés des ellipsoïdes 
homofocaux. — On appelle pomf5 correspondants sur les 
surfaces de deux ellipsoïdes, ceux dont les coordonnées sont 
proportionnelles aux axes qui leur sont parallèles. 

Les points correspondants de deux ellipsoïdes homofo- 
caux jouissent des propriétés suivantes : 

i^ La différence des carrés des distances du centre à 
deux points correspondants de\ deux ellipsoïdes homofo^ 
eaux est constante. 
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Soient 

a* p* y 

les équations des deux ellipsoïdes, les variables étant sup* 
posées représenter les coordonnées de deux points corres' 
pondants. On a, par hypothèse, 

â"~7' p-^* v"^?* 

et,sia>P>7, «'>P'>/, 

a^— a" = p» — p'» = 7' — y^ 
puis 

ce qu'il fallait établir. 

n^ Les produits de deux rayons quelconques pris res- 
pectwement dans deux ellipsoïdes, par le cosinus de leur 
angle y est le même pour les rayons menés aux points cor- 
respondants. 

Soient R, Ri les deux rayons aboutissant aux points 
(x, jr, jg), (j:,, jTjj Zi) des deux ellipsoïdes, et accentuons 
les mêmes lettres pour représenter leurs équivalentes, re* 
latives aux points correspondants ; on a 

RR, cos { R, R, ) = a?a?, -h jj, H- w, 

cl' a »^p'-^ P ' / 7 ' 

= .rv, -h/y, ^ z^z\ =r r'r; cos (rvr^ ). 

3^ La distance de deux points appartenant respective- 
ment à deux ellipsoïdes homofocaux est égale à celle de 
leurs correspondants. 
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En effet, d'après le premier théorème, on a 
R»— R'»=RV— R;, d'où R»-hRî==R'»+RV, 
et, par suite, en vertu du second, 

R'+ RJ — 2RR. cos (r,R,) = R''-+- K* — 2R'r; cos (r', R^) . 

Remarque. — Concevons une couche infiniment mince 
terminée par deux ellipsoïdes semblables, et une seconde 
couche ellipsoïdale dont les surfaces soient respectivement 
homofocales de celles de la première; on reconnaîtra sans 
peine que ces dernières surfaces sout semblables entre elles, 
et que le rapport de similitude est le même pour les deux 
couches. Si l'on considère dans la première couche une sur- 
face ellipsoïdale intermédiaire, semblable à celles qui la 
terminent, il existera dans l'intérieur de la seconde une 
surface homofocale avec elle, et semblable à celles qni 
limitent cette seconde couche. On conçoit dès lors ce que 
Ton doit entendre en disant que tout point pris dans Tune 
des couches a son correspondant dans Tautre. 

4^ Les portions de volume de deux couches homofo^ 
cales infiniment minces à surfaces respectii^ement sem^ 
blables, limitées par des contours dont les points sont 
correspondants y sont entre elles comme les volumes de ces 
couches. 

Car en décomposant les portions de volume en parallé^ 
lipipèdes élémentaires, dont les sommets soient des points 
correspondants, le rapport de deux parallélipipèdes élé- 
mentaires est exprimé par 

dxdydz ap7 

dx'dydz' "" ÏTpY' 

66, Le problème de V attraction d'un ellipsoïde homo- 
gène sur un point extérieur se ramène au cas oà le point 
est situé sur la surface extérieure d^une couche infini- 
ment mince, terminée par deux ellipsoïdes semblables. 
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Comme on peut suppose» l'ellipsoïde décomposé en 
couches infiniment minces, terminées par des surfaces sem- 
blables à celle qui limite le corps, il suffit de chercher à 
quoi se réduit Tattraction de Tune de ces couches sur le 
point attiré. 

Concevons que Ton fasse passer par le point attiré m un 
ellipsoïde limitant extérieurement une couche homofocale 
avec la proposée, et de même densité p. Soient m' le point 
correspondant de m sur la couche proposée *,' ^f^, J(^Meux 
éléments de volume correspondants pris respectivement 
dans cette couche et dans son homofocale -, r la distance de 
m à dv^ égale à celle de m' a dv' (65) 5 on a 

et pour le potentiel relatif au point m et à la couche propo* 
sée, en laissant de çôlé le facteur constant mp, 

y étant le potentiel relatif au point m! et à la couche pas- 
sant par le point m. Or, si le point m' se déplace sur la 
couche proposée, m se déplace sur Thomofocale considérée ; 
mais y reste constant puisque m! est en équilibre soiis Fac- 
tion de la couche passant par le point m (60). Donc^ lorsque 
m se déplace «ur la couche homofocale à la proposée pas- 
sant par ce point, V reste constant^ ou, enfin, Vattraction 
de la couche proposée est normale à son homofocale pas-- 
sont par le point attiré. 

Pour une couche intermédiaire entre celles que nous 
venons de considérer, dont a^'j P", /' représenteraient les 
demi-axes, V le potentiel correspondant au point /tï, on 
aurait de^mème 
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par suite, 



V 



Soient 



«Py yp'v' «-^"7" 



a.r . eu; 



les composantes parallèles à Taxe Oo; de Tattraction de la 
coaclie proposée et de la couche intermédiaire sur le 
point /lï, X, y, z étant les coordonnées de ce point : on 
tire de Téquation précédente 

X afy 

et comme cette proportion doit avoir lieu quelle que soit 
la position de la couche intermédiaire, et par suite lors- 
qu'elle seconfondavec cellequi passe par lepointm, il vient, 
en désignant par X' Fattraction exercée par cette dernière, 
estimée suivant Oor, 

X _; ap7 

X' ~a'PV' 

Le tout revient donc à calculer X', Y', Z\ ou rattraction 
exercée par une couche ellipsoïdale infiniment mince à 
surfaces semblables sur un point de sa surface extérieure; 
mais auparavant nous ferons remarquer que les différentes 
propriétés que nous venons d'énumérer sont indépendantes 
de la fonction de la distance qui entre dans l'expression de 
l'attraction. 

67. Attraction d*une couche homogène infiniment 
mince sur un point de la sur/ace. — Application à une 
couche terminée par deux ellipsoïdes semblables. — 
i^ Attraction d'une couche infiniment mince sur un 
point de sa surface extérieure. — Soient {fig. 5) m un 
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point de la surface extérieure d'une pareille couche sur le- 
quel elle exerce son attraction ^ mn la normale abaissée de 
ce point sur la surface intérieure 5 e = mn l'épaisseur de la 
couche en m. 

Nous supposerons que la figure résulte d'une section faite 
dans la couche par un plan quelconque passant par mn ; 
soient ma', mV les génératrices comprises dans ce plan, 
du cône de sommet m, circonscrit à la surface intérieure, 
ces génératrices rencontrant la surface extérieure en a', b' 
et touchant en a et & la surface intérieure. 

L'attraction cherchée sera la résultante des attractions 
dues aux segments aa'bb^ambn^ {msa% mtU), 

Considérons en premier lieu ïe segment ambn^ et con- 
cevons dans l'intérieur du cône a^mV un cône de même 
sommet, d'une ouverture infiniment petite mesurée par 
l'élément sphérique Jot). Nous pouvons supposer que le 
plan de la figure passe par l'axe de ce. cône élémentaire; 
soient mq\ ^^'ffi^ celles de ses génératrices qui sontcon»- 
prises dans ce plan ', ^, ^ et pi, q^ leurs points de rencontre 
avec la surface intérieure 5 ^', q\ leurs points d'intersection 
avec la surface extérieure; pj la perpendiculaire abaissée 
àep sur la directioji de mn. En suivant la même marche 
qu'au n®S8, on trouvera que l'attraction de l'élément mp^p 
sur m est mpdtà.mp dont la composante suivant mn est 
mpd(ù.mj. La longueur mn = e étant un infiniment petit 
du premier ordre par rapport à ma^ mb^ valeurs limites 
de m/7, il faudra et il suffira de conserver les secondes 
puissances de ma^ mb^ mp^ pj^ qui sont de Tordre e. Il 
nous sera donc permis de remplacer l'arc an par celui de 
son cercle osculateur en n ; soient c le centre de ce cercle, 
R == pc = ac =^ ne son rayon, d l'angle pmc, et l'angle pcn 
dont nous négligerons les puissances supérieures à la se- 
conde. On peut prendre (58) d(ù=zsindd$dqy q étant 
l'angle formé par le plan de la figure avec un plan fixe pas- 
sant par m/i. 
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Posons 
(a) mJ.siBSd9=zd.Ff 

F étant une fonction de $ qu il s'agit de déterminer, et ap- 
pelons $' la valeur limite amn de $, lacjuelle est fonction 
de q ; Tatlraction du segment ambn sur m, estimée suivant 
mn, sera 

X27r 
- [F(5')-F(3)]dî; 

or, on a d'après la figure 

/wy = R -H tf — Rcosa = e H > 

/w/ z= iw» cos5 = — : — ij- • cos S z=z Ra C0t5, 

d'où 

</F==Racos5i/5, 

R'a* — 2Roc.Rcot^-f.,2Rff = o. 

La racine de cette dernière équation qui s'annule avec $ 

étant 

_ R — \/k*— a Rotang'* 

R a = ^ — T > 

tangd 

il vient, en portant cette valeur dans Texpression de dT?^ 
ou, en posant z = cos ^, 

^'=-»[-('**)v/^]i^.' 



(*) On donne dans quelques Traités de Mécaniqueien considérant une 
couche ellipsoïdale, une démonstration qui parait très-simple, mais qui est 
inexacte, car elle consiste à supposer mj = mn, tandis que pour le point a 
la première de ces longueurs est double de Fautre, et Ton trouve ainsi 

i2F=esinJJJ; 
or, pour que cette formule puisse coïncider avec celle du texte, il faudrait 



(v) 
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et Ton devra prendre l'intégrale entre les limites « = i^ 
z = \l ■^'i cette dernière valeur qyi annule le radical re- 
présentant le cosinus de Fangle amn. L'intégrale de cette 
expression est (*) 



F = _R _.4-(. + |)y/^ 



,, (■+z) \A-¥~\A-¥ ) 

2 " I — « / Te I acl 

Il suit de là, en continuant l'approximation adoptée, que 

F(5')-F('^) = ^ 
et que l'attraction {(3) du segment mahn sur m, estimée sui- 
vant mn^ a pour expression 

1 c 
que ~ tang (S* restât infiniment petit, de manière que, en développant le ra- 
R 

dical, on pût s'arrêter au second terme du déyeloppement; mais il n'en est 
pas ainsi, car aux environs du point a cette quantité est très-voisine de 
l'unité. 
(*) On a en effet 

/z*dz C dz I , I -h « 
= — 5 -h I r = — 2 -h - logr . 
f— «' J \ — «' a "i — z 

le 

— = u*y il vient, en négligeant toujours le cai 

n 

r I u 2c zdz c v}du 



Posant «'——- = «', il vient, en négligeant toujours le carré de — » 
n R 



= — + î(— g)'»6^ 



ae 



d'où Ton déduit l'intégrale donnée dans le texte, en remplaçant u par sa 
valeur. 
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Il esl facile de voir que le même segmeni ne donne au-- 
cune composante de rattractîon, perpendiculaire à m/i^ il 
suGTit pour cela de remarquer qu'il peut être considéré, à un 
infiniment petit du second ordre près, comme un cône du 
second degré tangent suivant l'indicatrice à la surface inté- 
rieure et dont par conséquent mn est un axe de symétrie. 

Considérons maintenant le segment (msa\ mtV)^ et soit 
si le plan tangent en 7i à la surface intérieure^ les normales 
aux différents points de la calotte smt de la surface exté- 
rieure feront avec mn des angles infiniment petits dont le 
carré sera de l'ordre mn \ si donc mn' est la normale en m 
à cette surface, limitée en n' à la surface intérieure, l'angle 
nmn' sera du même ordre que Tanglc a introduit dans la 
question précédente. Cela posé, supposons que le plan de 
\^Jig* 6 soit l'un quelconque de ceux qui passent par mn\ 
et soient c', R' = c'm le centre et le rayon de courbure de 
l'arc a'm] (i un point quelconque de cet arc; a', J' les an- 
gles (ic' m^ (imc' '^ q' l'angle compris sous le plan de la 
figure et un plan fixe passant par mn' \ on a 

a' 

et nous devrons négliger les puissances de a' supérieures à 
la seconde. L'attraction sur m du cône élémentaire ayant 
ce point pour sommet et aboutissant au point [l est,»abs- 
iraction faite du facteur mp, 

1^ SÏnS' dS'dq' = — ?^ da'dq\ 

et sa composante suivant me' 

— ~ OL'cosS'da'dq' = — W~doL'dq', 

3 4 

dont l'intégrale par rapport à a' est du troisième ordre et 
négligeable. Ainsi donc le segment considéré ne donne pas 
de composante suivant mn'. 
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La composante de rattraction du cône élémentaire ci- 
dessus suivant la tangente en m k l'arc ma' est 

— ~ a'sio^'c/a'ii^'= — — oi'da'dq. 



et pour l'onglet m^a 



-^jd,'; 



mais comme sa direction est infiniment peu différente de 
celle d*une perpendiculaire à nm^ celte attraction ne donne 
suivant cette droite qu'une composante négligeable. 

Ainsi donc l'attraction du segment na!mb'n sur m, esti- 
mée suivant mn^ se réduit à celle du segment amé/x, et a (^) 
pour expression. 

Remarque. — Désignons par a'^ Tangle Vmc*\ la com- 
posante de l'attraction suivant la tangente en m, due aux 
deux onglets msa\ mtb\ est 

Si la droite mn était rigoureusement normale aux deux sur* 
faces ou si les points n et n' se confondaient, on aurait 
a' = a,, et cette composante serait nulle. Elle sera égale- 
ment nulle ou négligeable, lorsque Tangle nmn' sera du 
même ordre que «, et alors la composante de Pattraction de 
la couche entière, normale à m/i, ne pourra provenir que du 
segment aa^bb'» 

2** Application à une couche terminée par deux ellip- 
soïdes semblables, — Revenons maintenant à la couche 
ellipsoïdale à laquelle la remarque ci-dessus est applicable. 

On a (fig. 5) 

mp = qn', 

et par suite la somme des attractions des éléments pimp^ 
q' qq\q' sera double de celle du premier d'entre eux -, il suit 
de là et de ce qui précède que mn est la direction de Fat- 
traction totale de la couche, ce qui est conforme à ce que 
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nous avons vu au n° 66, et que cette attraction est repré- 
sentée par le double de l'expression (d) ou par 

(g) ^Kmpe. 

3*^ Attraction d^une couche homogène infiniment mince 
sur un point de sa surface intérieure, — Supposons que l'on 
veuille calculer l'attraction d'une couche homogène infi- 
niment mince et quelconque sur un point n* de sa surface 
intérieure [fig* 6) ; soit sh^ le plan tangent en ce point de 
la surface, et désignons par s"t^'\e plan perpendiculaire au 
même point à la normale n'm abaissée de n' sur la surface 
extérieure. L'angle compris sous ces deux plans étant infini- 
ment petit, on pourra, dans le calcul de l'attraction, rempla- 
cer le segment s' mt* par le segment s"mt". Or, pour. obtenir 
l'attraction due à ce dernier, estimée suivant mn\ il suffit 
de changer dans la formule (y) R en — R, puisque la cour- 
bure a changé de sens par rapport au point attiré, et d'inté- 
grer ¥dd entre les limites 3 = o, cî = -^ on obtient e pour 

résultat, par suite l'attraction du segment est toujours re- 
présentée par l'expression (<î), et il est facile de voir qu'elle 
est la même, aux termes du second ordre près, que celle qui 
est due au segment [a' s' mnuy b^s' mnb)-^ enfin, l'attraction 
du segment ab a'b' a la même valeur pour les points metn 
supposés de même masse m. Les attractions sur ces deux 
points estimées suivant mn'y dues à {olsmlna^ b'sfmnb) étant 
égales à MTzmpe et de sens contraire, on voit que la diffè^ 
rence des attractions de la couche totale sur deux points 
correspondants de même masse de la surface extérieure 
et de la surface intérieure de la couche^ estimées suiifant 
la ligne qui joint ces points^ est représentée par ^nmpe. 
On voit de plus que si la couche jouit de cette propriété de 
n'exercer aucune attraction sur tout point de son intérieur, 
l'attraction normale à sa surface extérieure sur le point 
correspondant de cette surface sera repiéseutce par 4'^mpe^ 
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ce qui est une généralisation du théorème précédent, rela- 
tif H la couche ellipsoïdale, eu égard à la propriété démon- 
trée au n® 60. 

68. Calcul de V attraction cTun ellipsoïde homogène 
sur un point extérieur. — Supposons que la couche dont 
nous nous sommes occupé au numéro précédent repré- 
sente l'homofocale passant par le point attiré m de l'une 
des couches à surfaces semblables, dans lesquelles on peut 
supposer rellîpsoïde décomposé. Soient OQ == P' {fig* 5) 
la perpendiculaire abaissée du centre O de l'ellipsoïde sur le 
plan tangent en m\ i le point d'intersection du rayon Om 
avec la surface intérieure de la couche passant par m; 
/, (5', a' les deraî-axes de cette surface, dirigés suivant 0<z, 
Oj", Ox\ y, j3, a les demi-axes coiTespondants de la couche 
de rellîpsoïde, ayant les mêmes foyers que la précédente 5 
rfy', dy seront les épaisseurs de ces deux couches suivant Oz, 
Les triangles semblables mm, OQm donnent 

_ 0Q.7wt _ PV/ 
^"" 0/w "" 7' ' 

on a d'ailleurs, a:, y^ z étant les coordonnées de /w, 



P'^ = . 



cos(P',z') = --^, cos(P',j^)=-^, cos(P',x)=_?|^. 

Les composantes de l'attraction de la couche passant par m, 
sur ce point, estimées suivant O^, O/, 0<z, sont donc, 
d'après le numéro précédent, 

- 4'fp/wz — ^, - 47rpm/ —-, - l^iz^mx - ^V-. 

Si on les multiplie par ,J, ^ on aura (66) les compo- 
santes /iZ, <iY, dlL de la couche homofocale de Tellip- 
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solde sur le point m, et il vient ainsi, en remplaçant de 
plus le rapport -7- par son égal — 9 






v'^P'a' 



p ^7 a 
rfX = -4irpm— 1^- 

Soient c, fc, a les demi-axes de la surface de l'ellipsoïde, 
parallèles à Oz, O7, Ox, c étant le plus petit-, posons 

des relations 

a'» — a' = p'» — . p» = 7'^— 7% 

-==£ = ?, 
n 6 c 

j;* y2 2' 

a'»^p'^^7" "~ • 
on tire 

B' = 7v/«--»4-V, a' = 7v'w-'-hÀ", ? == ^> a = 5^; 

équations qui permettent d'exprimer y, par suite (3, a, 
a', (3', y' en fonction de w. Enfin on a 

7^ 



P'» = 






En différentiant l'équation (/) par rapport à u, pour 
exprimer dy au moyen de du^ on obtient 

A Taide de ces diflerentes relations, et en introduisant la 
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masse M = ^ npahc de Fellipsoïde, on trouve facilement 
z u^du 



rfZ~ — 3M/W 
rfX= — 3M/w 



c« 


(iH-V, 


u-^y (n_V'a')* 


r 




ttV« 


a' 


[i-^-V 


8 1 


X 




u*du 



^ (14- Va')» [j-^y^u^y 



Le demi-axe c', déterminé par Oz, de rellipsoïde homo- 
focal avec le proposé passant par le point m, sera donné 
par l'équation 

7» "*" c'2 -h ^2 _ ^î ■+■ ^Tiqr^nr^ — ^ » 

qui ne peut fournir qu'une seule valeur positive pour c*, 
les valeurs négatives se rapportant aux hyperboloïdes ho- 

mofocaux. Les limites de u étant o et - 7 on a, en définitive, 

/ t 

3Mwz 



/o 
c 



iz n^ it^du 

- r ï T' 

c 

/^ ll'dù 



3M/7?j? 



c 

La recherche de ces trois intégrales se ramène à celle de 
la suivante, 



3M//I 
L — •• ■ ■ 

c* 
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(jui ne peut, en général , s'exprimer qu'au moyen des fonc- 
tions elliptiques ] car on reconnaît sans peine que 

Lorsque l'on aura X = X', il ne faudra faire cette suppo- 
sition qu'après avoir effectué les difiérentiations par rap- 
port à X et X'. 

Si le point attiré se trouve à la surface de Tellipsoïde, on 

a -; = I , et les limites des intégrales (i) sont zéro et l'unité. 

Ellipsoïde de réifolution aplati. — On a b =z a ou 
X' = X ; les intégrales s'expriment alors, par l'intégration 
par parties, au moyen d'arc tang, et Ton trouve 



„ Mw2 /\c "kcX 



(a) Y = -- 



3 Mmy I \c 



2 Vc3 



(^arctang^-p^^j-^j, 

/ \c \cc' \ 

(^arctaog^-.^.,,-j-^,j, 



formules dans lesquelles on devra supposer d =z c quand 
le point se trouvera à la surface même de l'ellipsoïde. 

Ellipsoïde de rés^olution allongé. — On a c .= i, d'où 
X = o 5 l'intégration par parties conduit aux valeurs sui- 
vantes, dans lesquelles le signe log se rapporte aux loga- 
rithmes népériens : 

3M/WZ \Vc^ I . V^c' , (Vc I )7^M 
^ Vc 



3 M/WA- 
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69. Attraction^ sur un point de sa surface ^ d^un ellip- 
soïde de réi^olution assez peu aplati pour que Von puisse 
négliger la quatrième puissance de son aplatissement. — 
Supposons que l'on fasse passer le plan j^O^ par le point 
attiré, ou que 0:= o; les deux premières formules (2) 
donnent, en y faisant a = a' et en négligeant la quatrième 
puissance de X, 

-=-^^ (-!'■)• 

dont la résultante G a pour valeur 

L'équation de la courbe méridienne est 

et Ton a, en appelant l la latitude du point attiré ou Tangle 
aîgu que la normale à la surface en ce point fait avec Oy^ 
et 

sin / = • 



d'où, en négligeant les termes en i*, 

or 

3' + j2 = c' (i -h V) — X'z» = c' (i -4- 1^) — IHin^ t{z' -h y'), 

d'où 

z» + r' = c' (i H- \^) (i — VsinV), 

et enfin 

Q= (i ^VH sm^/)=-— i ^XM( n sin'/ , 

^' \ 10 10 / c* \ 10 y \ 10 / 

et l'accroissement de la pesanteur à la surface de l'ellipsoïde, 
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et 

d'I . ... 



r 


= 3^" 


— J-'V 


I 


dx^ 




r^ 


T*' 


cPl 








r 


= 3'^ 


-yy 


' 


dy-' 




r* 


r»' 


I 








rf»- 








r 


-3^ 


^zy 


I 


dz' 


«J —— 


r* 


^7^' 


d^l 


d^l 


d'L 




r 


r 


r 






-1 


H 


= 0. 


dx^ 


^ dy^ 


^ </z2 






V = mS^. 








r 





d'où 



Or, on a 



c'est-à-dire que V se compose d'une somme de termes sa- 
tisfaisant tous a réquatioQ linéaire ci-dessus aux différen- 
tielles partielles^ il vient donc 

d^y d'Y d'\ 

Telle est l'équation cherchée, qui sera applicable à tout 
point ne faisant pas partie du corps attirant, puisque, la 
distance des molécules ne pouvant devenir nulle, les diffé- 
rentielles premières et secondes de - sont toujours finies 

et déterminées. 

Mais si l'on considère la matière comme continue, c'est- 
à-dire comme remplissant complètement toute portion de 
volume d'un corps, quelque petite qu'elle soit, la formule (i) 
ne peut plus s'appliquer au cas d'un point faisant partie du 
corps, puisque pour les molécules contiguës on a r= o, 
x = x', j=j\ z=. z\ et qu'alors les difl'érenli elles ci- 
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dessus de - se présentent sous une forme indéterminée. 

En considérant ce cas, concevons une sphère enveloppant 
le point attiré m, et dont le rayon soit assez petit pour que 
la matière qu'elle renfexsme puisse être regardée comme 
homogène. La portion de V relative à la masse du corps 
extérieure à la spbère satisfera à l'équation {i). En dé- 
signant par a, j3, y les coordonnées du centre de la sphère, 
on a (60), pour les composantes de l'attraction qu'elle exerce 
sur m, 

— - nmp{x — a), — - «/wp ( j — p), — _ icmp {z — 7), 

dont la somme des dérivées partielles prises respective- 
ment par rapport k x^j^ ^ est — /{iimp. On conclut de là 
que V satisfait dans l'hypothèse actuelle à l'équation aux 
différentielles partielles 

<J^V d^V d'Y . 

Substituons maintenant aux coordonnées rectangulaires des 
coordonnées polaires, et soient (fig' 3) 

a la distance du point attiré m à Torigine O, choisie dans 

l'intérieur du sphéroïde; 
l'angle formé avec Oz par le rayon vecteur «5 
zs l'angle formé par le plan mené par a et Oi: avec le 

plan j^Oz; 
a', 0', cj' les grandeurs analogues à a, 0, cr pour un 

point m' du sphéroïde. 

Posons de plus 

p r= cos 0, ft' = ces 9'. 

L'élément sphérique correspondant à m' (58) sera 
^w =zsinB'dQ' dvs', 
de sorte qu'en appelant p la densité du corps au point m', 
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on peut prendre 

Pour tout le volume du corps, on devra intégrer par rap- 
port à Q entre les limites o et Trbu entre [*.= i-, fx = — i, 
et par rapport à xs entre les limites o et 2 7r. 

Si l'on remarque que le cosinus de Tanglc formé par a 
avec a' est donné par 

p = cos COS0' -f- sin ô sin0' cos ( cy — cy' ), 

on a, pour la distance tnm\ 

r = \Ja^— 9ûfl'[cos0cos0'H-sin0sinÔ'cos(iïi — cy')] -i- û'». 

Enfin, si on laisse de côté le facteur m de V, pour simpli- 
fier l'écriture, ce qui revient à ne considérer que l'accélé- 
ration due à Tattraction, il vient 



/»27r /» I /» 



oa'^da' 



laa' [cosÔ cosôVsinG sin Ô' cos(iï7- cj')]-i-rt'^ 

et comme on a 

(a) z = «COSÔ, X = flsinôcosu, ^ = o sin 9 sin cr, 

Téquation (i) devient (*) 

d-^y ^d\ I ^^V d^aV 

(3) { ou 



(*) Ona 

dx """ dr dx dd dx dzr'dT' 

dr do dis 
Pour avoir les différentielles partielles -_,—_,---, il ne faut faire varier 

dx dx dx 
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"33. Développement, en série de [attraction d'un sphé^ 
roîde sur un point. — Si nous supposons que le sphéroïde 
est entièrement compris dans la sphère décrite du point O 
comme centre avec le rayon Om = a, ou si, dans le cas 
contraire, nous ne considérons que la portion de sa masse 
comprise dans celte sphère, a' sera plus petit que /7 ou lui 
sera au plus égal. Dans cette hypothèse de a > a\ on pourra 
développer 

flr-' = ! 1 -— 2 — [fA]*' 4- sli-—^^ \Ji— \t.'^ cos (u — ct' )] "* T I 

en série convergente suivant les puissances ascendantes 
de — Le coefficient Y, de ( — | sera une fonction entière 
et rationnelle de 



'■^i^) 



p z=z Y-\t! -h si i — f*' v^i — p"cos(ct — o'), 
et l'on aura 

v=:0 

00 

O 

Si Ton représente par Uy le coefficient de —^ dans la sé- 



que X dans les expressions de r, cos 0^ tangcr résultant des équations (a), ce 

qui donne 

dr . de sinô dvf 

dx ' ttx r âx 
et 

^— g<^V singrfV 

dx dv r dO 

d'V rf'V rf'V 

En différeniiaiit de nouveau, on aura -— j , et de la mémo manière -7-7, -p^. 
' dx* djr* 4z* 
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rie V, on aura 



(4) 



00 



o 



En substituant dans la seconde équation (3) le déve- 
loppement de V, et égalant à zéro les coeflScients des diflé- 

rentes puissances de -? on trouve que Uv, fonction entière 



et rationnelle de fx, v^i — |u* coscr, \/i — p.*sincy satisfait à 
Téquation aux différentielles partielles 

à laquelle satisfera également Yy, puisque cette fonction 
n'est autre chose que ce que devient Uy quand le corps 
attirant se réduit à un point. 

Nous désignerons sous le nom de fonctions spJiériques 
les fonctions telles que Uy, dont nous déterminerons plus 
loin la forme générale pour toute valeur de l'indice v. 

Le développement de r""*, suppose que — <^ i^ mais par 

suite de l'intégration, la série qui en résulte pour V ne cesse 

pas d'être convergente, lorsque— =i. Pour établir ce 

théorème, il nous suffit de prouver directement que V 
est toujours développable suivant les puissances ascen- 
dantes de -5 lors même que pour certains points du sphé- 



roïde on a — = I . 
a 



Soit q l'angle formé par le plan mOm' avec un plan 
fixe passant par Om\ l'élément sphériquc correspondant 



•/'■"/*£ 7^ 



• 
^ 
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kp^q étant — dpdq^ V peut se mettre sous ta forme 

W ^='^ 

Or on a, en intégrant par parties, 

\ « 1 /: i^' ~?ï «'V a '^ «' 

et en appelant î l*angle m'Om, ou posant /i =i: cos J, 

i. -i 

= 1 I (cos^-h v^^^sin^) j j ï (cos^--v^— isw^) j • 

Les deux facteurs de cette expression sont dévèloppables 
en séries convergentes, d'après la loi du binôme, lors 

même que — est égal à T uni té (*) • 

. Le produit de ces deux séries^ ordonné suivant le^ *paU* 

sauces ascendantes de ~) sera également, dans les mêmes 

a , ï- • ' ' 

conditions, une série convergente; car one pareiUe aéric 
ne cesse pas d'être convergente lorsqu'on la multiplie par 
une somme de termes dont la valeur est 6nie} et par une 
raison aussi simple, une double ou une triple intégration 
ne peut pas altérer la convergence de ce produit. Donc, en 
définitive, le développement en série de V suivant les 

puissances ascendanteà de *- sera, non-'seulement conver- 
(*;) abel, 1. 1, p. 87. ' 



\ 
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gent U^m^f k »pMw9e p9^#^r.a de» point* égaiemcfit 
distants de Torigine oue le point attiré, mais encore 
lorsque le poSnt viendra se «lai^çr suf sa ^|trfaçe. 
La copiposante 4^ Tattraq^ion suivfint le rajpn a, ou 



rfV 



-1 r.w f\ rAzifh^, 

-est également dévéloppable en série convergente suivant 
les puissances ascendante^ de -t 4<'bs ksw^e* conditions 
que V. Çç BÔfet, e» jmt^fi|it ppif paittifif», m « 

et, d'après ce qui précède., )ç développement «st possible 
pour le second terme de cette expression. Or, pour une 
m^me ^f aleitr à/t9!^\m Itmiissde p sont fomotion 4k ^, et ré- 
ciprpquen^ent a peut être considéré copim^ y|)çfp]:^ctij(>|| 4? 
Tune ou Tautre de ces limites. U résulte de là que si ff 
«eptéscBLle i'^ne 4e8 ttnikes 4^ p , Pf mëgrale 

. pourra être remplacée par une autre de la fprmp 

la fonction f (jpl) pouvant renfermer a\ et une i|itégr^Q>^ 
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Vhem^' fpke cette esKppess&M «at déyeloppiable en série 

convei^nte suivant les puissances ascendantes de —y lors 

même que le pa^moni^ 4e ce rapport pei4 i^xteitidre l'i^- 
nitë, ce qu'il fallait établir. Si donc on .connaît le dévdiop' 
pement de V, ir suffira de le diffërentier pour avoir celui 

da 
Vow U portion du sphéroïde isxtérienre à la sphère 4^ 

rayon tx, — sera au moins égal à Ttinité, et Ton pourra éi* 

velppper r~* en sfJrie convergente ovdonnée siiiv^nt les 

poisaances ascendantes de «79 et i*oa anra 






a 



» S3îO 



Yy représentant la même fonction que ci-dessus. Dési- 
ipiiant par Uy' le coefficient de a^ dans le développement 
de V, fOB aura 



dà" 



<<) 






XxC étant une ijoi^îtiaa sphérique d*indi^ v. On s^assurera 
de la même manière que tout à l'heure que la série qui 
jr^pi\ésente V est toujours convergente, ainsi q«e sa dérivée 
par rapport a a. 

S'il s'agit d'un point intérieur à une couche matérielle, 
les formules (4) s'appliquenKit à la portion de cette couche 
«Ktéri^ure à la sphère de rayon a^ et les formules (6) k 

II. 
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Tautre portion de la masse. La réunion des deux valeulrs 
de V donnera l'expression totale du potentiel ppur la masse 
entière. 

Les corps célestes affectant des formes peu différentes de 
celle de la sphère, nous sommes conduit à chercher ce que 
deviennent, dans ce cas, les formules précédentes. 

74. Attraction d'aune couche homogène infiniment 
mince, terminée par deux surfaces sensiblement sphé- 
Mques sur un point de la surface extérieure. — On peut 
considérer. Faction d'une pareille couche comme la diffé- 
rence des couches qui seraient limitées intérieurement par 
la sphère inscrite à là surface, et extérieurement, Tune par 
la surface extérieure de la couche, proposée, l'autre par sa 
surface intérieure. 

Supposons, par exemple, que \sifig> 7 représente la se- 
conde de ces deux couches fictives-, et soient O le centre 
de la sphère; a son rayon; m le point attiré supposé très- 
voisin de la surface extérieure de cette couche -, n, n' les 
points où le rayon O m rencontre la surface extérieure et 
celle de la sphère ; e l'épaisseur très-petite nn* de la couche 
en n; ma^ ma^ les tangentes menées du point m a la sec- 
tion déterminée par le plan de la figure, dans la surface 
extérieure, a^ a^ étant les points de contact; mby.mh^^ les 
tangentes analogues menées au cercle ii|térieur, rencon- 
trant la courbe précédente en a, h et «i, &i, les points de 
contact étant en a' et d^ ; à Fangle formé avec Om par un * 
rayon quelconque mq^ compris dans le plan de la figure : 
ce rayon rencontre les surfaces extérieure et intérieure en 
p, q et p', (f. 

D'après ce que nous avons vu (67)) le segment 
(bam, bi a^ m), et à plus forte raison une fraction de ce seg- 
ment, n'exerce sur m, suivant mO, aucune attraction. 
La composante de Vattràction, parallèle à la même direc- 
tion, du segment a^uoCi a\ sur m peut être considérée comme 
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la difi!êrencè,de celles que produiraienl les segments ia[md^ , 
ctmau et Fosa, d'après le numéro précité, pour cette corn* 
posante, : * 

Considérons maintenant le segment clbby^d^^ et appe- 
lons u là longueur q(f\ et d(ù Télément sphérîque mesu- 
rant TouveHure du cône élémentaire issu de m él corres- 
poiMant à mq\ la composante suivant mO de Tairraction 

de ce sèment sera p j udonfiosâ, et en désignant par a. 

la distance Om, on a pour la composante de FaXtractîon^ 
totale 

— — == p I ucos$d(ù -\- 27rpe. 

On reconnaît facilement que le potentiel est du second 
ordre ou négligeable pour le segment alcuciL^d^^ et que pour 
l'autre segm^ent a'bb^d^ il a pour valeur 

en négligeant le carré de u; et on peut prendre, en conti- 
nuant la même approximation, 





mq' :±= «' ^' = 2 A COS ^. 


On a donc 






V= 2Ap / UCOsSdoi, 


çX enfin 


(7) 


^-^^*di,= 4»"*f 



Pour la couche formée par la sphère et la surface exté- 
rieure de la couche proposée, on aura une équation pa- 
reille, et, eix la retranchant dé la précédeiité, on retombera 
sur une relation de la même forme. Donc l'équation (7) 
s'applique à une couche homogène infiniment mince quel- 
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conqu», poorm qa^tUe sek pci» ditSéveom* êe k fbviM 
»phërîq«cr^ # n$préi5efit«i¥t sa» tfptti«wiup sumiiiv 1« ra^fi 
mené au point attiré. 

75., La même formal<e s'applique également à la différence 
dea attrai^iions d'un sphéroïde peu. différent d'une sphère et 
dct ceUe aplkère^ en. considérant l'épaisseur a comme, pqsif-- 
tive. on n4^ativje, selon qu elle correspond à un point de la 
surface^ extérieur ou. intérieur à la aphère. Pour s'en con* 
vaincre, il suffit de retrancher, en négligeant les termes du 
slecond ordre^ lés résultats derapplîc^tibn de Téquatioii (7)'' 
à d»ux QOQches. înfinim^n't mi«ica& Umitéea, Fime paf hè 
surface du sphéroïde et sa sphère inscrite, et l'autre pan 
cette sphère et celle qui détermiioe Texeès sphéroïdal pro- 
posé. Si l'on fait passer la sphère par le^ point attiré, on a 
6 = et 

et comme, pour la sphère entière de rayon ▲, on a 
^V . 4 /i 2\ 4 



la formule 

da'^ 3 
est applicable à toute la masse du sphéroïde. 



dV i 



76. Attraction d'une couche homogène très-mince, 
peu différente de la forme sphéfique sur un point de sa 
surface intérieure. -^ En négligeant les termes du second^ 
ordre^ la valeur de V est la même (Jîg. 5) pour le point n' 

tjue pour le point m; l'expression de — — relative au 

poiift, m est égale k la même exprcMon^corfe^ondannau 
peint, n augmentiei de 4i^/pe. ^7)., Il suffit, donc,, pouc 
avoii^ l« rdatieni oheifrhée^A d^e remplacer dans. Iféqitô- 
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£V 

da 



tîon {y] — -^ par — -j — h 4^pe^ ce qui donae 



(8) V + 2A-^ = <^p»A. 

77. Développement en série de l'attraction d'^tn sphé- 
roïde homogène peu dijférefm . d'aune éphère star ifn point 
extérieur. — tjé tout se réduit S calculer la valeiàr de "V 
relative à Texcës du sphéroïde sur ^a sphère de rayon ▲. 

Si le ^€ént ^t tKèsMToibift dm sphéroïde^ )l {k>t^r^ se 
£iirÀ qpuae ^tioiDde cet! excèsi soYf éxtéiiéuite àk ^hè^é 
de ràyoB J, ^fliotl â liscpxdte o» d^Vra â^|>K^éf les fbr^ 
mula» (6), Undii'qpM podr le résw de U làâ^ M dei^M 
employer les formules (4)* . 

Soient «'== Â(i + z') le rayon de la surface du sphé- 
roïde correspondant aux angles d^ 6t «^'^ ▲(:! -4- z) le rayon 
déterminé par la direction de ày é^ést-à-dire celui pour 
lequel on a 0' = 0, cr' = i7. Nous supposerons que z' et ses 
dérivées sont des quantités assez petites, pour que l^on 
puisse en négliger les puissances supérieures à la première 
et les produits entre elles. Nous pourrons ainsi remplacer 
dans les prettiière» formule» (4) et (6)p feis {ir^sâ«àcé!r dé t^ 
•^ les mêmes puiasatae» de â^ ce eftA A&ttnià 

Si l'on ajoute ces deux expressions^ l'intégration^ par rap- 
port à a', in second membre de l'équation obtenue devant 
s'iétendfe à 1 ensemble des deux portions de Texcès sphé-^ 
roïdal, ou à son épaisseur totale jlz\ il vient 

(9) '^, ■^*""' -p*'/ '"'''^ XT ^''''''*'' 
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Or, des secondes formules (4) et (6) on tire respective- 



ment 






o 

. . Si lé poit^t altiré. est situé à la surface du sphéroïde, ou 
si <i =:^ JL(irh z)i U première de. ces expressions est égale 
à -^4^pk*z (74), et la seconde est nulle (73). On a donc, 
§n retranchant la seconde de la première et supposant 
a = jl dans le résultat, 

o 
m£|is la fonction 

la^tisfait comme xhaoun de ses termes à Téquation aux 
différentielles partielles (5)^ d'où il suit que z et 'en gé- 
néral une fonction quelconque de (x et de cr, pour toutes les 
valeurs de ces variables comprises respectivement entre — i 
et +1 et o et 27r, pounni quelle reste finie, est développahle 
en une série limàçe ou non de fonctions sphériques : z peut 
en efiet être considéré comme une fonction quelconque 
de jx et T7, qui reste finie entre les limites ci-dessus, mul- 
tipliée par un facteur constant aussi petit que Ton voudra. 
Si l'on pose z =f(ii^ cr), on aura, d'après les équations 

(9) ^i (^). . • ' 

00 



DB UÈÇk»iqVB CÈLÈSfSE, i6g 

ce qui doniiei^ le moyen de développer la fonction jf(/ji^ u) 
sousla foriQjecirdesstis'(^). -' 

On a, pour tout Texcèa sphéroïdal, relativement au 
point considéré de la surface, 

o 

mais si Ton suppose z développé en fonctions spliériques 
dontnous désignerons par Zv celle d'indice v, ou si Ton pose 

« 

le) . ^=2Zv. 

o ' " 

on déduira de la comparaison de cette formole avec l'équa-. 
tioD (c), eu égard à la relation (9), 



V = 4,r*p2 



.(,.) 



2V- 



^'-^P'^-'IS ''''"''' 



Ge4 fori9xiIes sont également applicables au cas où le point 
attiré étant extérieur, est cependant assez voisin de la sur- 
face du sphéroïde pour que l'excès sphéroïdal soit coupé par 

la &phère de rayon a ^ car, pour la valeur ^g^ U^'^ de V rela- 
tive à la partie extérieure de cette sphère, on peut toujours, 
en négligeant les termes du second ordre, supposer a == a, 
comme pour la partie intérieure, et l'on retombé sur les 
formules (9) et (d) d'où résultent les relations (11). 
-- - - '- ■ ' ^ ■" • 

(») M. Lejeane-DiridiTet (/cwriibr<2e Crelle, t-XVlI) et M, O. Bonnet 
ont donné chacun successivement une déiàonstration directe et synthétique 
de ce théorème dû à Laplace, à Tabri de toute .objection. Mais il est regret- 
table qtivce mode de 4éD^onstratibn ne conserve aucune trace de la marche 
quia conduit À cette découverte Tillustre auteiii; delà Blécanitfue céleste. 



RMiiaffUé. -^ S» x^ |3, y sotfl Idê iP6i^ détÊA-à»ë&pfAn^ 
cipauz dSin ellipsoïde, et r son rkfttù Vedfîeftf) ontf^ÉWi' 
)'éc{tttfti<Mf polâite <ié< ^tf àdi^âce 

Si cet ellif^soïde diffère très-p(^ d'une sphère d'un rayon 
égal à ▲, on trouve facilement, en négligeant le carré de la 
iitTétettté, (![ttù 

= c 8in*Ô cos'u -4- f' sin*Ô sinV 4- f'^cos'Ô, 



e, e', 6^ étant des constantes de Tordre 

A A A 



— A p~A 7 — A . 

9 



ott Voit arîiteî qat î^— ^ otf i s& téàûît k ïa foncîdotl Z,. 



/• -^ A 
A 

Si Ton a e = /, Tellipsoïde est de révolution autour de 
Tai^e Ozj et il vient 

îl— ^ = isin»ô H- •"cos'Ô ras « + p» (f^ — «). 

78. Propriété temarijuàMe des fonctions sphériçues. 
— Avant d'aller plus loin, nous allons démontrer une pro- 
pviété ibifioriante des foiMtion^ tdlen cpie Ui^y ^i udM 
sersB fyvt tttnir dans l» siaité et qui eoEiaist^ etf ce< (|iJDe 






Dy, Wy/ étant deux fbilctions spKériques d'^mcfides difte- 
rents V, v'. En effet, en multipliant f équation (5) par 
Wyfdadiiy et intégrant par rapport aux variaUeâ j/l et xjj 
il vient . 






et Ton a de même 

'■) 

dm' } I — fi" 







.JJ(w.^'-u,^^^^^^- 



expression qui s'annule entre les limites +1 et — i de {x, et 



dts * dm 



qai s'amraie également entra Tes limités et 27r de cr; car 
d'après k forme entière et rationadre des fi^mctions Uv^ Wy^, 
par rapport à cos c^ ta& fbà«iiotiar et l«ui«idéitiy4es pirir raf^ 
port à 17 prennent les mêmes valeurs pour ces deux limites, 
d^où résulte le thénrtme éiforïoë.. Si. v^y', le coefficient^ 
de l'intégrale du premier meiû&re de Véquation (/) est nul, 
et on ne peut pas conclure de la démonstration précédente 
que cette intégrale est. nulle. Elle a en effet une valeur dé- 
termina dont nous recliefichercnlr Fexpreiision' à la 6n de 
ce chapitre. 
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On tire de là cette conséquence 

dm 1 Uvrfft = o 

lorsque v est différent de zéro^ puisque Funité satisfait à 
l'équation (5) et n'est autre chose que Yo. 

79. On voit aussi, en remplaçant dans la seconde équa- 

oo 

tion (il), z' par son développement ^==2^'v> ^l étant 

o 
ce que devient Zy lorsqu'on y changç jxen fx'et ci en vs^ que 



(i3) Zv = 



2V 






4n 

car Yy étant symétrique par rapport à (x et (*', «y et u', est 
une fonction sphérique de l'ordre v en (x' et o'. 

80. Pour un point attiré extérieur au sphéroïde, on em- 
ploiera la formule 



^o 



O 

dans laquelle, d'après la formule (9), le théorème (78) et 
l'équation (i3), Uy a pour valeur 

XÛTT /»H-I 

dvs j Yyz'dii' 

On a donc enfin, pour l'excès sphéroïdal, 

(i4) v=4«p^'2^ 



2v- 



et pour le sphéroïde entier, 



00 



4 *' / av *" z. 



(.5) v = |.p--f-4'rp.'2;;;^ 



2v -l-l 
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81. Propriéfé des fonctions X»* — Si Toii. suppose 

6' = o, on ar~*=«""*i/ i- cosÔH — 79 et nous dési- 

V « « . . 

gnerons par Xy le coefficient de f — | j dans le développe- 
ment de ce radical ; cette fonction de B n'est évidemment 
autre chose que ce que devient Ty es y supprimant tous les 
termes en tj -^ c/, et en y faisant fi' = o. La fonction Xy 
satisfait 4onc à Téquation différentielle 

— ^4^v(v-hi)Xv = o, 

déduite dé l'équation (5) où Ton supposerait Yy indépen- 
dant de 17. * 

Si Ty/est une autre fonction semblable i Xy d'indice dif- 
férent de V, on a 



X 



-4-1 

XyTyf d^ = O. 
t 



Cette propriété résulte de l'équation (/), en y supprimant 
l'intégration et les dérivées relatives à a, et en y rempla- 
çant ensuite Uy, Wy par Xy et Ty^. 

82. Simplifications que Von peut faire subir au déve- 
loppement en série de l'attraction d^ un sphéroïde homo* 
gène peu différent d'une sphère sur un point extérieur. — 
Supposons que l'on prenne pour origine des coordonnées 
le centre' de gravité O du sphéroïde, et pour la sphère celle 
qui lui est équivalente en masse ou en volume. Le volume 
du sphércû'de sera, ,. eu. égard à l'équation (la). 



4. 



3...^ 



o «/ — I t/o «-'—^l 



= |7rA3 4-4TrA'Z'„ 



3 
d'où Z\ = o, d'après l'hypothèse admise 
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Iji feactloQ^T, est, comme la fonction Y4, «ma fonetion 
linéaire de sin4^.cosicr', sin^ sin ct', cos S', ou est de la forme 
2'( = «sin O' cofto' -h p sin Csinu' -4- 7 cos ô' 

(SC| j3^ y é^^t des c6;3StanieS| Ç, rj;, ^ les coordonnées rectan- 
gulaires 4^ l'élément de rnasçe ^/m de.Fexeès sphéroïdal, 
correspondant aux ^B^les ff etxs*. 

Pour que le point O soit le centre de gravité du sphé- 
roïde» il suffit qu'il soit celui de Texcès spfaéroïdal, ou que 
Tenait 

Il vient donc, en multipliant l'équation ci-dessus |par 
et intégrant^ 
> Ç'^'^dw' Ç 'z;«'rffA' = i (a Çxdm-^p Çyidm^y Çtidm\ = o. 
Jt#'ilrt^aïe4u premier membre ap réduisant à (78) 

dm' j Z'^df,', 

dont tous les déments sont essenfiellAnlent positifs, ilfiiiii, 
pour qu^elle soit Atille^ que Z\ ^k o pour toutes les ¥,aleBis 
de ff et ô^, ou que à =2 o, |3 f=3 o, 7 ^= o, qw^ qtte «pieat 
d'aHlemrs 9 et c; eu la position 4^ point attivtf par rapport à 
celle du sphéroïde. 

Ainsi la double lijpotbèse qisie nous ayons faite permyet 
de supprimer les deux premiers termes de la série qui re- 
présente z. 

83. Attraction d^un sphéroïde très-peu différent d^une 
sphère sur un point de son intérieur, -^ H suffit, pour dé- 
terminer cette attraction^ dé paicu]br ceUe de Texcédant du 
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soit compris dans l'excès sphéroïdal, oi» .^mpkâi«ra i»»p«B^ 
ÛYement les deiu formules (10} popr les pordom inté- 
rieure «t«x4érieur^ à l^. sphèpw de ra3rion «a. Or le secppd 
membre de la première eçt nul (74), celui de la seconde 

e9Pég4 à 4vi^'/?- ^i ào^ç 9n y ^uppofp (i>= ^.^vmVQu re- 
%vam^X9^^9fmà(^ 4ç 1* pr»i»il*ri?, lOQ ii«tçin»J^9 mr te« fcww 



o 

ik>iHr «veiv la iraleur complète de Y relanve au sfAiéroïde 
entier, il «faudra ten(r compte de Faction delà sphère de 
rayon a, et 4e celte de la conclie sphëriqne d'épaisseur 

▲ •— ai «e q^ 4oni?ie la sQiame | Trpa* -f- ;i wp(A* — a*), et 

Ton a par suite 



(.6) 



P^»,A'-^|^^+4-*«25.5^^j. 



^« Mtiraction des sphéroïdes composés de couches 
homogènes . pep, dlffirentes de la forme sphérique. — 
Soient a(i +«) le rayon â*u.ne eoudie d^égale densité du 
êph^voS^,' p celte densité qui est uniquement fonctioa 

00 

de Aï ^ ^^ ^e fpjQçtîgii ^ U fp^WP 2^* ^ poiiwat 


dépendre de a. L'attraction sur un point extérieur exercée 
par |p cpupbp ^e ,i«^ypn J[a(i -4« ^)] ;j'x)lilîwdr4 w di|]Q^ 
renrfant par rapport à a la formule (i5), en considérant p 
comme constant, ce qui donne 



« 






o a. A" ZLirp ^ri a 
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il vient par saite, pour le sphéroïde entier, Ai étant la va- 
leur de A à la «urfaee, 

o 
Pour avoir la valeur de V relative à un point intérieur, 
on déterminera d^al)ord la partie de cette fonction corres- 
pondant à toutes les couchés auxquelles le point est exté- 
rieur, et qxii sera donnée par Téqu^tion précédente, en y 
remplaçant la limite Ai des intégrales par la valeur a rela- 
tive à la couche sur laquelle cepoint est situé. On obtien- 
dra la seconde partie de V en différentiant Féquation (16) 
par rapport à a, ^ étant considéré comme constant; puis 
on intégrei^ entre les limites A3 a = Ai, et pn aura en 
définitive, pour l'attraction totale du sphéroïde. 



V=^ / pdh? ^Aiz > — - 1 9-T^-^ 



formule dans laquelle, les dîfférentiations, et intégrations 
étant effectuées, on remplacera a par a(i4-'S), ou du 
moins dans le premier et le troisième terme,..et tout sim- 
plement par A dans les deux autres, puisque Ton néglige le 
carré de «. 

88. Attraction d'une couche homogène d'*une épaisseur 

quelconque y limitée par deux surfaces sensiblement sphé^ 

■ 00 • 

nques sur un point intérieur. — Soient a + A ^ Zy, 

o 

a' H- a' V ^'v ^^^ rayons des surfaces extérieure et inté- 
ricure de la couche -, comme 'nous pouvons supposer que 
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les consCtm;Uis«ZjiV'EfJ^ sofit«om|uri8e^ A, a'^ il estinu* 

lile de les écriTe/ -clT r- r . . , ' 

En plaçant rorlgitle aii:qeiitre jde) gravité da sphéroïde 
limité par la surface éxtârieuré^ nous aàrpns^Zi = Oi ' 

Les Taleurdde V relatives aux sphéroïdes limités respec*- 
tivement par la surface extérieure et la surface intérieure 
de la couche considérée sont (83) 

d'où, pour la différence, 

xf-^lf^ 4.'y -^^ z"^- A^l 

Pour qu un point quelconque placé dans Tintérieur de 
la couche soit également attiré de toute part, il faut que Y 
soit indépendant de a, cr, 0, ou que 

Sm la surface extérieure est elliptique, z se réduit à Zi (77), 
et par suite z' à la fonctioa Z', donnée par la formule 

Z, 

Les rayons A(i-hZj), a'(i + Z'j) étant dans un rapport 
constant, les deux surfaces sont semblables, ce qui est 
conforme au résultat obtenu aun**67. 

86. Détermination de la forme générale des fonc-- 
tiens Yy. —Dans tout ce qui précède, nous nous àommes 

12 
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senri del fondions Y,, tans novs préoccuiler dç leur dëtai»- 
minadon. Nous allons maintenant chercher & arriver à la 
forme sous laquelle elles se présentént> éb employanlt la 
méthode de Jacofaî (^), qui est la plus simple et la plus 
élégante de celles qui ont été proposées jusqu'à ce jour. 
Nous prendrons pour point de départ Tidentité 



*a7r 



doL 



VA*-hB' -i- <P '^'*'t/o A + iBcosa + iCsina' 

2 représentant v^ — i, et A, B, C des quantités indépen- 
dantes de la variable a. Nous rappellerons de plus que Ty 
est le coeiBcîent de A^ dans le développement de 

/ON ■ —^ -— ^ Y A* 

V^i — a^[cosôcosô'-f-8inÔsinô'cos(d — ct')]4-^'' ^ 



Si -l'on pose 

A = cosô' — • X- cosd, 

B = sio 0' cos m' -^ sin 6 cos a, 

C ss sinO' sinty' -«-^ AsinO sinit, 

les deux expressions (a) et ((3) spnt identiques et Ton a 
par suite 

y T r=-i- n ''' — . 

^ ^ ^*«/o cosÔ'-|-'sinô'cos(w'— ra) — X-[cosÔ4-isin6cos(«ï — a)] 

o 

Développant le second membre de cette égalité suivant les 
puissances ascendantes de jt, et identifiant les termes sem- 
blables, on trouve 



— L f 



^'^ [cosô -+- /sin&cos(cT ^a)Yda 
[cosô'-i-isipe' cos(i!r' — «)]'^' ' 



(*) Sàêwtnl de Ma^émati^uês pures et ^ppii^uéet, t. X, iS45. 
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Soîem 

[cosô -♦- i sia cos (0 — a ) ]" 

. = Xv-f- 2/Xj, cos(cr — a) — aXy C0S2(icT — a). , . , 
(7) \ 

[cosô' ■+- isinO'cosfcr' — a)]-^-»-') 

== P^ -P 2 iP'^ cos(nî'-^a) -7 aP^ cos2(nr''--. a).'. . 

lei défeloppemeuis si^iiaanl les oosinus Jet ioaiilii^d» iie 
Vf — a, o' — a des deux facteurs qui se trouvent soùé le 

signe t ', il vient, oa effectuant Tintégration^ 

(S) Yv =5 P«X, — 2 P', xi Gos(o -^ m') -+. 2P; X* <50S'2(to— i«r')'.' .• . ' 

Les fonctions Py , Xj" de d' et 6 sont identiques, à un 
facteur numérique près \ car d'après la £brine du radical (j3), 
et 6' doivent entrer syinétriquement dans les coèfficKats' 
des puissances de cos (xs — ci'), ou, ce qui revient au même, 
dans ceux des cosinus des arcs multiples dé t? -^ t^^ 

Pour 9^= a, on a, en ay^nt égard au premier des déve- 
loppements (7), 

Yv = — 1 [cos0 4-«sînôc6s(Br — a)Yda=zXy; 

Xy est ainsi le coeillieie^t de k^ dans le développement de 

(i_îàAcos0 + ftVp. .,j 

En supposant 6=0, on trouve de même Py = Yyy 
et Py est le coefficient de k^ dans le développement de 

( I — 2A cos e' -+- A^*)" *, d'où il suit que Py et Xy sont deux 
fonctions complètement identiques, Tune en 9^, et l'jàtitré 
en 6. 
Posons 

co60 = fA9 i,sin9e** = «; 
on a 

2«(cosd-f- isinOcosa] = (f*-|-z)* — i, 

12. 
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d'où, d'après la première équation (7)9 en y changeant 
a — a en a, 

[(f* -I- z)' — 1]^= %^7^{cosB -h l'sînô cosa)" \ 

L9;» fooctiona Xv ne renferment que |i, el le coefficient 
déx^^+'ç&l 

Or, d\apr&i la formule de Taylor appliquée à [(/a4-«)" — i]"*» 
ce coefficient a aussi pour valeur 

U .Tient donc 

2* I.2.3...(v + /w)rf4(LV-H»' 

par suite, 

x,= ^'t'-'-'^' . 

a*'.i.2.3.. v.rfft" 
et 

^ 1.2.3.. .(v-f-w) ^' f^' £/p« 

U ne nous reste plus maintenant qu'à déterminer la forme 
des fonctions P^T^ Si l'on pose 

cosG'=ft', isinO'e** = «', 
il vient, en verti^ de la seconde formule (7), 

[( p'4- x')»»— ,]-(y+t) = (2z')-(»^'> (cosô' H- isine'cosa)-(''+') 



— P;, sinÔ'.a'-'+ P^ sin'G»'-»— . . .V 
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elle coefficient de z'^(*+*)+~ du développeineiit est - 

Mais si une fonction de (^+ \Ji) est développable en série 
ordonnée suivant les puissances entières, positives et néga- 
tives de z'^ "-(v+i) étant le ooeflicient de -z'-^l**^, celui de 

y-<^*>+- est (♦) .: 

^ ^ 1.2.3. ..v \ d^^ y 

Or le coefficient de ^^f»^*) est a'^'^^^Py; par suite, celui 
de z'*^^*^"'^ a pour valeur 

^ '' 1.2.3. ..V ^ e/c*'"' 

et en Fégalant à celle \i) que nous avons trouvée plus 



(«) En effet, Boit 

Différentiant par rapport à ^\ pais par rapport à s'y et identifiant les résultats, 
ontrouTe 



de même, 



3,^«-(y4-t). 



et ainsi de suite. 
On dédait de là 



».(.^.) = -(v-H.)%J--l->, 



i._v^(-irv(>H-i)...(vH-m-i)£!^4îi2î) 

«fi"" 

^ ^ -i.a.3...v .rf/»"- 

En changeant dans eetto formule v en v + 1 — m, on retombe sur le résulta 
indiqué dans le texte. 
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baut, on ohlrâil 



m 

^ ftmn 



et comme Xy et Py sont deux fonctions identiques, Tune en jx, 
Tavtre «» jit^, on a 

Il vient donc, en se reporiant a la formule ((ï), pour Tex- 
pression de Yy, • 

ni-= y ■ 

1 .2.3. • . (v — m) 



)t PyXy-f- ^^ 5-^ 

^^ 1.2.3. . 



(v+m) 



X(i-p^r(i-«f.-)^p^cosm(.-o'). 

87. Forme, générale des fonctions sphèriques. — La 
forme générale de Uy s'obtiendra en multipliant Yypar une 
fonction arbitraire de p.', is/, puis intégrant par rapport à 
ces deux yariablcsde — i.à 4- 1 pour la première, et de o à 
aTT pour la seconde. On arrive ainsi à une expression de la 
forme 

m==v n, ! 

Uv = At''>Xv-(-2(i-»*'r^(A'r<=os/««r+Bl"*^sinmB,), \ 

m = I ' 

les quantités Ai et Ry étant des cpnsuntes arbitraires. 

88. Déterminal ion de l'intégrale 

[ dm l Uy Wy<^f*-, 

O •/ — I ' 1 

Uy, Wy étant deux fonctions sphériques de même ordre, — 
Soit 



w = v .m' 



T^'^'Xy 



Wy^A;i«)Xy+2(«-f^')'^ 






x(A'J'"'^cosw'm-h B;,^'"'^sinm'»>, 
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on a 

o «/o 

lorsque m est diflférent de m'^ et, dans tous les cas, 



»2îr 

cosm C7 sîn m' er = o, 
/o 

2n 



i 

fait /» a« 

cos^mmdm:::^ j ftin'mv£/crs=:ir. 
«/o 

Il YÎent donc 

dm j UvWyÉ//* 

Soit Uj, ce que devient Uy quand on y change fx et tr en 
fxf et fa/; on a de là inème manière, en ayant ^gard i la va-, 
leur ci^essut de Yy (86), et remarquant que X» devient P» 
par le chaagemeti t de /x en jui', 

i/o / U^Yv^fi' 

m:= I 

-^fi .f ^"X, i.3.3...(v--<») 

^^ f^^ Jfi' 1.2.3. .(v-«-/«) * • 



X (À, cosw « + bJ"' sinfli 



m) I; 



or, d'après la fonnule (i3) du n^ 79, en y cbangeant Zy 
en Uy, cette mt^grak est ^ale à * ; ù l'on pose cette 
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égalité et que Ton identifie les coefBcients de 



on trouve 



puisque Py se change en Xy en y remplaçant p:' par fi. Il 
vient donc en définitive 

Xda Ç UyW»rfw= ^^ 
■ J-, ?•*-»-• 

L m=i J 

telle est l'intégrale cherchée, 

89. Relation entre les moments d^ inertie principaux 
relatifs au centre de grauité dUin sphéroïde peu différent 
d^une sphère. — Nous supposerons que le sphéroïde est 
composé de couches homogènes peu différentes de la sphère, 
mais dont la densité peut varier de Tune à l'autre; soit 
a = A (i H- -e) le rayon vecteur de l'une de ces couches cor- 
respondant aux angles et car, A étant le rayon dé ki sphère 
dont elle difière peu et p sa densité qui ne dépend, que de A. 
Désignons par A, B, C les moments d'inertie du sphé- 
roïde, par rapport aux axes principaux Ox, Ojr^ Oz pas- 
sant par son centre de gravité O ; leur somme étant égale à 
celle des masses des éléments ntatériels des corps multipliés 
respectivement par les carrés de leurs distances à l'origine, 
op a, en supprimant les accents de a, jx et cr, 

A -f-B + C = a / I I pa*diiditd9t. 
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OU, en remplaçant a par sa valeur à(i-+ z) et négligeant' 
les puissances de z supérieures à la première, 

A-HB-f-C=| / i I ftditdvfd{à.^)'h^ I i jpdii.dmd{A^z). 

On trouve de même . -s 

C= i i ha*{i-^^')dyLdvfda=^ Lih{i — ]^')di/^df3d(L') 



d'où- 






w 



Soit i 

le développement de z en fonctions sphériqùe^, 2i étant 

nul, d'après le n° 82 ; si l'on remarque que (^' r* ô c*^ ^^ 

cas particulier de la fonction Zt, Téquation (a), d'après le 
théorème (7S)) se réduit à 

Or, on a, d'après les n°* 86 et 87, en supprimant, pour 
simplifier, les indices inférieurs des coefficients, , 

-|-AC>)(i — p*)sin2i!iH-B(*)(i — fi*)cosîaifj, 

les coefficients A^<>), A.^'\W^, k^^\ B^*) pouvant renfer- 
mer A. . 

Appelant, comme au TnP 82, g, r<, f les coordonnées d'un 
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élivmût du oorps, on a 



lî =: a yi — ^» sÎD BT, 

et pour exprimer que les axes coordonnés sont des axes 
principaux, 

j j j a*ndiidtjda:=Oj 
1 j ja^l^diLdcda=o, 

ou, en remplaçant les coordonnées par leurs valeurs et a 

par A(i-f-je), 

I I Ipfi^i — yî* cosmd[k^{i -i- zY]d i^dur =^ o^ 
1 / I pp^i — |»'sintîrf[A'(iH-j5)»]rf(A€/«i = o, 
I / /p(i — fi^)sin2cr</[A»{i4-«)»]rffirftT= o. 

3i maintenant nous ne conservons que la première puis- 
fiance de la fonction z de |bi et de ci, à laquelle nous substi- 
tuerons son développement en fonctions sphériques, et 
si nous remarquons que fjt\/i — yf coso, (xy^i — |x*sini7, 
(i — fji')sinai7 sont des cas particuliers de la fonction Zt, 
les conditions précédentes se réduisent à (78) 

/ / j pyL^i—ii.'co%md(A*Zt)dii.dtt^=:o, 
I I I pf*/ï"--l**8inwrf(A*Z,)flffAflfciT = o, 
/ / /p(i — f*')sîn2«iirf(A'Zi)rf^rfcr =o, 
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et en y substituant la valeur ci-dessus de Z|, on trouve que 
À^*^ = o, B^'^ = o, A^*^ = o, ou que cette fonction se ré- 
duit à 



Z,= A»/f«»-5WB(«)(i-f*') 



cosfto. 



Portant cette valeur dans l'équation (P) et int^ant par 
rapport à {jl entre H- i. et — i , et par rapport à o de o à tt, 
on trouve 

En divisant par 9 C et continuant Tapproximation adopr 
tée, ce qui revient à réduire C à la première des intégrales 
qui entrent dans spn expression, il Vient 

Telle est la relation cherchée, qui nous sera utile plus tard 
dans les questions relatives au mouvement des corps cé- 
lestes autour de leurs centres de gravité. 
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CHAPITRE IV. 

DE LA FIGURE DES CORPS CÉLESTES; 



90. Comme nous l'avons déjà fait observer^ tout nous 
porte à admettre que, dès l'origine, les corps célestes se 
sont trouvés complètement à l'état liquide. 

En faisant abstraction des attractions exercées par les 
corps célestes sur Tun d*entre eux que nous considérerons 
en particulier, ses différentes particules, soumises unique- 
ment à leurs actigns mutuelles, ont du prendre, les unes 
par rapport aux autres, des mouvements très-variés que les 
frottements, les chocs et la cohésion ont successivement 
modifiés. Pendant ces diverses phases, la droite qui repré- 
sente le moment total des quantités de mouvement du sys- 
tème par rapport à son centre de gravité a conservé une 
grandeur constante, et une direction fixe dans Fespace, per- 
pendiculaire au plan du maximum des aires. Avec le temps, 
et en vertu des résistances précitées, les oscillations des 
particules liquides ont fini par s'anéantir, et la masse fluide 
a pris une figure d'équilibre de rotation autour de l'axe du 
moment des quantités de mouvement. 

Il résulte de là que les seules données que nous ayons sur 
les conditions primitives du mouvement d'un astre con- 
sistent dans l'invariabilité de sa masse, de la direction de 
son axe de rotation dans l'espace, et du moment des quan- 
tités de mouvement par rapport à cet axe. 

Si l'on désigne par fx ce moment de rotation, par n la 
vitesse angulaire de rotation correspondant à la figure 
d'équilibre, par I le moment d'inertie de la masse par rap- 
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pcurl à Taxe^ de roti^tion, on a entre I et it la relation 

(I) I/ï = p. ' 

Nous commencerons par examiner Thypothèse la plus 
simple que Ton a été conduit à faire sur la constitution 
des corps célestes, c'est-à-dire celle dans laquelle on sup- 
pose que la masse est homogène' dans toutes ses parties. 

§ I. — De la figuee d'équilibre d'uhb masse fluide 

HOMOGENE ANIMÉE D UN MOUVEMENT DE ROTATION UNI- 
FORME. 

91. En appelant X, Y, Z les composantes parallèles aux 
troix axes coordonnés Ox. Oy, O i de Faccélération résul- 
tante des forces qui sollicitent un point matériel quelconque 
d'une masse fluide en équilibre, on aura pour Téquation 
des couches de niveau 

mais si, comme dans le cas que nous voulons examiner, 
X, Y, Z proviennent Se la force ifeèntriftige et des attrac- 
tions de tous les points du liquidé; fonctions de leurs 
distances m^utuelles^ les valeurs de ces composantes dé- 
pendent, en général, de la forme de la surface du liquide 
et de ses couches de niveau, et réciproquement cette forme 
dépend des valeurs des composantes. Lors même que le 
liquide est homogène, on n'est parvenu à résoudre complé- 
tfmeiit ce problème qu'eQ supposant la force centrifuge, 
peu considérable, de manière que le fluide s'écarte peu de 
la forme spbérique qu*il prendrait s'il était en repos; on 
reconnaît alors que le fluide ne peut aSecter qu'une seule 
figure d'équilibre, qui est celle d'un ellipsoïde de révolu- 
tion autour de l'axe de rotation. Nous reporterons cette 
solution au paragraphe suivant, et nous nous bornerons ici 
à vérifier que pour certaines valeurs de la vitesse angulaire, 
la âiasse fluide peut affecter la forme (}' un. ellipsoïde. 



92. ifo la forme eJlipse^idale qim peun affecter une 
masse fluide homogène en équilibre^ animée d'un moui^- 
ment uniforme de rotation. 

En prenant O;; pour axe de rotation, et en nous repor- 
tant aux notations dû n^ 68, nous aurons pour Téquation 
de Tellipsoïde 






Posons 



u}du 

T' 



"^ / T" 

^ 3M /*' a»€*a 
Q^ir/ T— ï' 

^ 3M /*' a»£/w 

1^ = — / ï 1' 

Vo (n-x^«*)Mï-^^'*«*)' 

les composante^ de raccélération; due à Tattraction sur un 
point de la surface seront 

Z = — Rz, Y =r — Q j, X ;=r — PaTj 

et celles de raccélération centrifuge 

Z=o, T = ii*r, X = 7i»x. 

L'^uâUoQ diflférentielle de la sarfaice libre du licpiieteest 
donc 

Kxidz -^ [q—n^)ydx H- (P — n')**?»^» o, 

dont l'intégrale est 

fQ _•;!*) • [p_;,i) 

5» 4- \ . \ .. ^ ... / j' H- ^ . ■ ^ . , ■ / ■ «^ 5= coQ«t«9lie, 
Pour que cette équation coàneids avec celle de l'ellipsoïde, 
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il laut que 

d'où, par rélimipatîon de.Tt, 

(,+ X^) (H- V*j (Q - P) =±: ft (V» - X»), 
et en remplaçant P, Qj R par leurs valeura , 

Cette éqaation se décompose en deux antres : là première, 
(3) V^V'zso, 

correspondant à Tellipsoïde de révolution aplati; ta se- 
conde, mise sous la forme 



(4) / T 3— = o, 

ne peut être satisfaite que par des valeurs positives de X*, 
W*'^ car si ces deux quantités étaient de signes contraires, 
l'élément de i 'intégrale resterait positif avec i — X*X'*tt*: 
et si elles étaient négatives, comme leur valeur absolue 
serait moindre que l'unité (68), (i — l*V*u*) continite* 
rait, et par suite l'élément de Tintégrale, à rester positif. 
Si donc VelUpSi^e à trois axes inégaux est vn^figf4^ 
iïégtiilibrej^ taxe de rotation est le plus petit des axes 
principaux* 

Pour toute valeur de ï!* inférieure à l'inverse de celle 
de y} choisie arbitrairement, tous les éléments de Tinté- 
grak sont ponti& ec finit> at l'iiOLtégi^le n'est pas auUe^ 



Donc réquation (4) i^^ peut être satisfaite qu'auiant que 
l'une des deux quantités X*, X'* est supérieure àTunité ou 

que Tun des rapports -v- est supérieur à V^. Ainsi tel- 

c c 

Upsoïde à trois axes inégaux doit différer sensiblement 
de la sphère^ et Von ne peut admettre, par suite, que sa 
figure soit celle des astres du système solaire. Néanmoins, 
cette forme n'a rien d'impossible pour certains astres, et 
l'on pourrait expliquer de cette manière les variations 
périodiques qu'éprouVe Técla^ de qùelqùies étoiles de la 
constellation de Sirîiis, - 

Si,'X restant cicmstant, X' augmente indéfiniment, l'inté- 
grale 1(4) deviendi'a négative, de sorte qu'à chaque valeur 
de X* répondra au moins une valeur réelle et positive de X'*, 
et p;^r suite une surface ellipsoïdale à trois axes inégaux. 
Nous renieltrons le complément de cette discussion après 
l'étude des surfaces d'équilibre de révolution. 
. Ou; a, dans tous les cas, . 



- 5 u^pJ ; 



5 



De la première formule (a) on tire 

R 



[à) V^Q- 



i+.V 



Pour l'ellipsoïde de révolution, on remplacera dan$ cette 

. . jp Y 

équation R et O par leurs valeurs ? > déduites 

* ^ * mz my 

des équations (a) du n° i88 dans l'hypothèse de jj- = i, et 

l'on obtiendra, eu égard a la valeur ci-dessus de M lors- 
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qu'on y suppose X = A', 



n^ I 



et en vertu de l'équation (i)) 

Revenant maintenant à rellipsoïde à trois axes inégaux, 
si l'on remplace, dans la valeur (a) de «*, Q et R par 
leurs valeurs et que Ton ajoute au résultat l'intégrale (4) 

multipliée par —5 il vient 

/ , 3M /*' .«»(l — »')r/« 

X (H-V«')'{H:-V»«»)' 

et en vertu de la formule (i) et de la valeur ci-dessus de I, 

( ,_.3M»/3M\^ .(2-t->' + V') 



^ (l-+-Vll^}^(H-V^x^»/^ 



équation que l'on devra joindre à la formule (4), pour 
déterminer X' et )/', lorsque le moment de rotation fx sera 
donné. Réciproquement, si l'on^donne à X', X'* des valeurs 
positives satisfaisant à Téqualion (4)? Téqualion (6') four- 
nira toujours pour [i une valeur réelle. 

liemarque, — Les composantes — Rz, — (Q — ^*)j9 
— (P — «') X étant proportionnelles aux dérivées partielles 
du premier membre de Téquation de rellipsoïde, par rap- 
port à X, x» ^9 leur réisuliante ou Ja pesanteur à ta surface 

i3. 



«94. TRAITÉ ÉLÉMÈNTAmE 

est proportionnelle à la racine carrée de la somme des 
carrés de ces dérii^ées^ par suite à V inverse de la perpen- 
diculaire abaissée du centre de V ellipsoïde suivie plan tan- 
gent au point considéré, théorème dû à M. Lîouville. 

Examen des conditions qu exige F ellipsoïde de révolu^' 
tion comme figure d'équilibre. 

93. Pour établir cette discussion,' admettons en premier 
lieu que Ton se donne la vitesse angulaire n et non le ma* 
ment de rotation /x. £n posant 

n^ _ 

réquation (5) donne 

p = ^^ [{3 + V) arc tang^ — 3>)] 
ou 
(a ) 3 ^, arc tangX = o. 

Les valeurs de X tirées de cette équation sont égales deux 
à deux et de signes contraires ^ nous . n'avons donc qu^à 
chercher le nombre et la valeur des racines réelles et po- 
sitives de la tnéme équation. A cet effet, considérons 

3X4-^t'V 
(h) r = 3 ^ s^3 arctang>, 

comme l'ordonnée d'une courbe dont X serait Tabscisse. 
Ona 

dy __ ?A^[pV -h 2 (5<^ — i) V+ 9p] 
^""^ d\— (tH.>»)(3 + V)> 

Cette expression est nulle pour X =: o, et positive pour de 
très-petites valeurs de cette variable ; la courbe est par suite 
tangente, à l'origine, k Tai^e des abscisses, et commence à 
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s'élever âu-dessus de cet axe, du côté des abscisses positives. 
Pour queFéquation (a) ait ses racines réelles, il faut que 
la courbe, après s'être élevée jusqu^à un certain point, 
s'abaisse ensuite vers Taxe des abscisses, puis qu'elle le 
rencontre ; en d'autres termes, il faut qu'elle ait un point 
maximum ou que Téquation en X^, 

ait ses racines réelles et positives, ce qui exige que 

5„ — i<ooup<f; 
o 

mais cela ne suffit pas, il faut encore que la courbe ait un 
point minimum au-dessous de Taxe des abscisses, ou que la 
plus grande racine positive de l'équation [d) en X rende j* 
négatrf ; car alor^ la courbe coupera d'abord cet axe avant 
d'arriver au point minimum et le recoupera tine fois au 
delà, puisque l'ordonnée finît par devenir positive et indé- 
finiment croissante. L'élimination de u entre l'équation {d) 
- et l'inégalité j^<^o, qui correspond à la plus grande racine 
de cette équation, conduit k 

Le premier membre de celle inégalité et sa dérivée sont 
nuls pour X = o ; la dérivée devient ensuite négative quand 
X croît, redevient nulle pour la valeur X = ^ à partir de 
laquelle elle reste constamment positive 5 ce premier mem- 
bre commence donô par être négatif, devient nul pouT une 
valeur de X supérieure à v3, puis reste constamment posi- 
tif. On voit ainsi que l'on satisfera à l'inégalité précédente 
pour toute valeur X^ de X plus grande que la racine positive 
de l'équation 



arc tans A — rrr*^ — rrrr^ r = o. 



i3. 
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On trouve facilement pour valeur approchée de cette racine 
> = 2,5293 

et pour la valeur correspondante de i^, déduite de Téqua- 

tidn'{rf), .... 

P = 7 = O, 1 1 23 . 

Si donc l'équation (c?) a une racine plus grande que 2,5293, 
l'équation (a) fournira pour X deux racines positives, Tune 
inférieure et l'autre supérieure à cette valeur pour laquelle 
ces deux racines sont .égales; d'où il suit que le problème 
aura deux solutions lorsque 

X,>2,5293, P<COyH2^ 

et une seule pouf 

>,== 2,5293, C= 0,1 123. 

Si Xi croit indéfiniment, la formule (d) montre que i^ tend 
vçrs zéro, et Ja relation 

-. = O , I T 23 

4Trp 

donne la plus grande vitesse angulaire compatible avec la 
figure de rellipsoïde de révolution. En faisant décroître n 
depuis cette limite jusqu'à zéro, Tune des valeurs de X aug- 
mente indéfiniment et l'autre tend vers zéro 5 l'un des eK 
lipsoïdes s'aplatit donc de plus en pins et indéfiniment, 
tandis que l'autre converge vers la sphère qu'il atteint lors- 
que n = o. A cette limite, il n'y a plus en réalité que la 
sphère qui soit une forme d'équilibre. 

94. Cas d'un mouvement rie rotation très-lent, — Si la. 
quantité t^ est très-petite, l'une des racines de l'équation (a) 
-est aussi très-petite, et en prenant 

arc lang> = X — — -+-.•., 

I_ _!'_>' 

F+OT' "^3 q "^ • " ' 
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la même équation donne, en supprimant le facteur com* 
mun X, et négligeant ensuite les puissances de X supérieures 
à la seconde, 

L^aplatissement sera à peu près — » puisque les deux demi- 



axes sont c etcv'i+X'circfn ]• On pourra prendre 

n^c pour Taccéléralion centrifuge à Téquateur et ^T^cp 

pour celle de l'attraction à la surface, ce qui serait des va- 
leurs exactes, si la Terre était exactement sphérique. Le 
rapport entre ces deux accélérations ou les forces corres- 
pondantes étant Sj^, il s'ensuit que lorsqu un fluide homo- 
gène tourne autour d*un axe fixe^ et s'écarte peu de la 
forme sphérique^ son aplatis sentent est égal aux cinq 
quarts du rapport de la force centnfuge^ mesurée à Véqua^ 
teurj à l'attraction à la surface. 

L'autre racine de Téquation {a), très-grande dans Thy- 
potbèse actuelle, peut se développer eu série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de i^. Il suffit 
pour cela d'observer que 

fr I TT- I I I I I 



d'où 






. X»w- 3 "~ I^ X« 

3ir S ^p / 64 






95. Si la valeur de u surpasse la limite ô, 1 1 23 pour la- 
quelle, comme nous le verrons tout à l'heure, l'ellipsoïde 
à trois axes inégaux n'est également plu3 admissible, il ne 
faut pas en conclure que la figure permanente du liquide 
est impossible, ou que le fluide commence à se dissiper j 
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car $î Ton excepte le caa où la figure est p^u différente 
d'une sphère, on n'a pas encore démonKé que la figure 
elliptique est la seule qui convient, à Téquilibre \ on n*a 
même pas prouvé que la sphère est la seule figure que peut 
prendre une masse fluide eii repos dont les molécules s'at-< 
tirent mutuellement, quoiqu'il soit naturel d'admettre qu'i| 
ne peut pas en être autrement. 

Ne pourrait-il pas se faire que t^, surpassant à l'origine 
la limite o^xiaS, la figure d'équilibre finit par devenir 
i^n ellipsoïde de révolution? Rien ne parait s'y opposer, 
car, en s'aplatissant de plus en plus, la masse prendrait une 
vitesse de rotation plus faible, et après nxi grand nombre 
d'oscillations successivement réduites par les frottements, 
les chocs, etc., on coipprend qu'elle puisse parvenir à un 
état de mouvement satisfaisant aux conditions précédentes^ 
et qu'elle prenne une figure permanente. 

96. On est donc conduit à chercher 5/, pour des condi^ 
lions iriitiales données du mouyement de. la masse fluide j 
ou pour toute. valeur dyi moment de rotation^ il y a tou^ 
jours une figure eUiptique de résolution qui convient à 
r équilibre, et s' il xCy en a quune seule. 

En posant 






l'équation (6) donne, en y remplaçant v par sa valeur en 
fonction deX déduite de la formule [a) (n°93),. 

' Telle est l'équation que doit vérifier X, q étant une doanée 
relative au mouv^m^n^ primitif de la nj^^usse. Or il est facile 
de voir que cette ^uatioQ , dont les racines sont égales 
deux à deux et de signes contraires, a toujoujps une racine 
réelle positive et qu'elle n'en a qu'une. Eu effet, en déve- 
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loppant arc tang^ en série, on reconnaît que le second 
membre est nul pour X=o, et, comme il devient infini 
avec X, il s'ensuit qu'il y a au moins une valeur. positive de A 
qui rend le second membre égal au premier. Pour démontrer 
que cette valeur est unique, il suffit de faire voir que la dé- 
rivée du second membre est positive pour toute valeur po- 
sitive de A. Si Ton pose 

la dérivée dont il s'agit est 

1 (I +yy [arctangl-.- 9il±^V(i)] 

. qui est nécessairement positive, puisque le facteur y(X) 
étant nul pour X = o, et sa dérivée étant toujours positive, 
il est lui-même positif pour toute valeur positive de X. Ainsi 
donc, pour chaque valeur de q ou de /:ji, il y a une figure 
elliptique de révolution et il n'y en a qu'une seule. 

97, Expression dç la pesanteur à la surface de VeU 
lipsoïde. -^ Soit g la pesanteur au point (or, y^ i;)'de la 
surface; on a, d'après les formules (2) dun° 68, 

« / / . ,,> ^ — arctangX 

Q = P=s:4wp-. ^^ ^. 

Les composantes de gf suivant les trois axes étant 

il vient 

ou, en vertu de l'équation (a) du n® 92, 
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Pour exprimer celte valeur en fonction de la latitude l^ 
nous pourrons supposer que le point est compris dans le 
plan -zOy ou que a: = o. Au^oyen des relations 

.'4-^, = es ^^ = tang/. 
on trouve 



S = 



\/n-X»co5V 



Si Tellipsoïde fest assez aplati pour que Ton pui$se négliger 
la quatrième puissance de \y il vient 

et la pesanteur varie ainsi proportionnellement au carré de 
la latitude. 

On peut mettre <;ette formule sous la forme 

g:=k[i — Â'cosa/) . 

hetV étant deux constantes, dont la première représente 
la valeur de la pesanteur à la latitude de 45 degrés. 

Discussion relatii^e à la possibilité de ^ellipsoïde à trois 
axes inégaux comme forme d* équilibre. 

98. Pour continuer la discussion (*) que nous avons 
commencée au n® 92, nous allons remplacer la variable u 
des formules (4)» (5') et {&) par une autre variable ^ déf 
terminée par la relation 

I 



(♦) M.Mayer, de Kœnigsberg (JoarnaZ deCreUe, t. XXIV, p. 44, \^1)y a 
établi le premier cette discussion, qai a été reprise, modifiée ci complétée par 
M. UouTÎlle dont nous avons emprunté la méthode (Journal de Mathéma-T 
tiques pures et oppfitfuérs, t. XVI, p. a4'> i^'^O- 
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et en posant ' 

b i a i I I 

''~4,rp' ^-6 M» V3m/ ' • 
ces formules devienuenl" 

(7) 0— Oj^ r^ — l ^=o, 

et 5 <çt r deviennent les ineonnues de la question. L'équa- 
tîon {7) montre que l'on a nécessairement 5-f- ^<Cij ou 
5 <^ X , t <C! 1 5 ou encore c<^b^ <? < «> c'est-à-dire que le 
plus petit diamètre principal de l'ellipsoïde est dirigé sui- 
vant l'axe de rotation, ce que nous savions déjà. 

Pour discuter l'équation (7), représentons par F son pre- 
mier membre ; on a 

et en posant 



(»») 



2A.= r*^i^tll[24-(3 — *-f)!;-5/i:»]rfç, 



on trouve que 

dF _ 

— _-A.— A,^ 

cl, comme s elt entrent symétrjquement'dans F, on doit 



avoir aussi 

^P A A 

or, on peut démontrer que Aq et !2Âo + 3 Ai sont nécessai- 
rement positifs ] en effet, en intégrant Tidentité 

on obtient 

(12) o== p5iy-Ll[4+(3-f.^^i)ç-2^/Ç»— 3^re3.fç, 

et, en retranchant de la première équation (ii) la moitié 
de celle dernière, on trouve 

Ajoutons les deux équations (xi) et Téquation (i2),«mul- 

. ,. , . 3 I .1 . 
tipiiees respectivement par i, -> » il vient 

et, à l'inspection des valeurs de Ao, 2Ao + 3Ao, on voit 

qu'elles sont nécessairement positives. 

dV dF 
D suit de là que les dérivées — > — > mises sous lajforme 

£E = _A.(,-|,)_i(aA,+ 3A.), 

sont négatives, et qu'ainsi la fonction F est décroissante 
lorsque Ton fait croître s et t. 

Pour une valeur de t comprise entre ô et i , l'équa- 
tion (7) admet pour 5 au moins une racine comprise entre 
les mêmes limites, puisque les hypothèses ^= q, 5 = 1 
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donnent deux résultats de signes contraires. Cette r^ciiie 
est unique^ en eâet, en admettant qu'il y en ait plusieurs, 
soit y là plus grande, comme on dpit avoir 

on aurait à fortiori 

mais, en faisant décroître 5 depuis ^ jusqu'à zéro, la fonc- 
tion F, allant en proissant à partir de zéro, ne peut plus 
s'annuler, et par conséquent l'hypothèse d'une seconde 
racine est inadmissible. De même, à chaque valeur de s 
comprise entre o et i , correspond, pour f , une racine de 
l'équation (7) comprise entre les mêmes limites. 

Faisons décroitre\^ à partir de sa plus grande valeur x, 
répondant à i == o 5 F augmentera et ne pourra redevenir 
nulle que si t augmente; on finira par avoir ^=s f, puis 
f }>J5 mais il est clair que l'on peut se borner à considé- 
rer les valeurs de 5 et 2 pour lesquelles ^^ r, en supposant 
que h est le plus petit des deux demi-axes de l'équateur. 
En désignant par x la valeur de t correspondant à 5= ^, 
l'équation (7) devient 



(i3) (I-2T) r — ^^ — ^=:t« r 

Jo (Tî;-hi)'(î4-i)' Jo 



(rÇ4-i)MÇ-M) 



TJ 



T est un peu supérieur à ^9 et, t variant de o à t, ^ varie 

de I à T* 
Discussion relative à la ^vitesse angulaire. — On a 

dtf := -r as -h -rr dt, 
ds dt 



dou 



dF , dF _, 

^ds^-dt:=.0, 



^"^ dF \7t"ds'^'di"dt)' 
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' Or, en posant 



^-p-^i---^)^ -s: 



R» ■' 



on trouve 



^ = B..-HB,.(.-i), 



et, à cause de la symétrie de i^ en 5 et t, on doit avoir aussi 



de 



B..(,^0. 



Le coefficient Bi est évidemment positif; il en est de même 
de Bo9 car, en retranchant de 4Be réquation^ia), il vient 

, j . 7 1 . 1 dF dF dtf di> 

La valeur dé di^ devient, en y remplaçant --r-f ^-r^ -r* -r 

' -^ ^ * ds dt ds dt 

par leurs valeurs, 
2^/*^ = — ^-^-^^ IAoBo-I- - AoB.j^+ - B,(2Ào + 3A,)jf 

I «F L ^ 2 ^ 

3 / 3\/ 3\^ 

et, comme 5 -ht stz=2S (i — -^tj +tl i — js | > o, 

et que — est negatii, on voit que, lorsqu on fait varier t 
de o à T, ^' est croissant et atteint son maximum i*' lorsque 

5= ^ = T.. 

Pour ^ = o, on a f^ = o ; car 



^<isr^f-^<>r^, 



^ ' (^Ç-f-2)' 



qui s'évanoait avec t. Ainsi, à chaque valeur de v comprise 
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entre o et i^' répond un seul couple de valeurs rëeUiîs 
de 5, f, et tous les ellipsoïdes obtenus de cette manière sont 
différents^ pour ^' > v\ réllipsoïde à trois axes inégaux ne 
^eut plus être une surface d'équilibre. 

A mesure que (^ augmente çt que 5 et r se rapprochent 
de T, la forme des ellipsoïdes tend de plus en plus vers celle 
de l'un des ellipsoïdes de révolution dont nous nous sommes 
occupés plus haut, et elle l'atteint lorsque i^z=z v'. 

Dùcussioîi relatwe au moment de rotation. — L'équa- 
tion (9) donne, eu égard aux formules (i4)v 



r/^ = . 



I (.î-t-/)' Idif 



(dif , dv \ 



^ {S'Y 

rfF 

ds 



_^ i_ {s -H <)' dt ( Vdv 2t — ^s 1 
~'^~Tf"dê\ldi-^3tis + iy''] 



(-)' -dl 



'dp 7.S lit 



ds Zs (, 



S-^t) J dl\ 



c..r 1 • di^ dp d¥ dY , , 

Sri on remplace f^* -r? -r» *"T"» —t^ P^ir leurs valeurs 
'■ ^ ds dt ds dt ^ 

ci-dessus, pour obtenir celle de I -r + T-; — --\ «^ — r> 
^ \_dt 6s\s-\-t) \ dt 

une simple permutation de lettres donnera la valeur de 

Vdp it — Ls "\d? , ^ 

I -r -I- TT—i — -^•<' I -r-» et enfin, en posant 

\^ds 3r(5-hO J ^'^ ' r 

3 s-{-t 3 ' s-\-t 3 A -H / 

C. = :^(5 4-0H-~^'=(A.-^-C.)•^^ 
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on tfdute 

^ ' ils 
or, de ce que 5 H- f < i , on a 

* -I- ^--. 4j^>(^ -+-')'— 4^' = (^ — 0*> o, 

d'où il suit que Co est positif, et par suite Ci et C^. ' 

La dérivée -^ étant négative^ lorsque t croîtra de zéro 

jusqu'à T, q ira en décroissant et atteindra sa plus petite 
valeur q* lorsque 5 = f = t, ou que l'ellipsoïde sera de 
révolution. Pour 5 = i, t = o, l'équation (9) moutre que 
ç = 00 . Ainsi, q prend toutes les valeurs comprises entre 
zéro et l'infini lorsque t varie de t à zéro et 5 de t à i . 
Donc, à chaque valeur de g supérieure à (f répond un seul 
ellipsoïde d'équilibre à trois axes inégaux; mais pour y <^ ^' 
l'ellipsoïde de révolution est seul possible. 

Quant aux axes, ils seront donnés par les formules 

-(4-^) (-)'' ^=^' — ;^- • ^ 

De l'équation — rfe + — rf^ = o, on tire 

A. -4- A,* 
ds=i : -— — dtf 

A,-hA,r 

d'où 

dF 

S — f, Ao> Ao-h Aiif = — — étant positifs, si croît avec t, 

on le plus petit axe atteint son maximum lorsque VelUp" 
solde est de rés^olution. 

Pour trouver le maximum de Xf ou de /i*, il suffit de 
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supposer > = X' dans les équations (4) et (5') dun^ÔS, 
et l'on trouve 

o = -- > (3 + i3 X^) + (3 + i4X»+ 3 V) arc tangX, 
/i» __ X(3-4-V) — (3 — X»)(i+X^)arctapg> 

47rp ""* : 4Î^ '' 

d'où l'on tîre 

X= 1,3946, ^ = 0,09356; 

par suite, 

T=: 0,3395,. 

tandis -que, pour Tellipsoïde de révoluiion, nous ayons 
trouvé les limites 

X = 2,52q3, -7 — = 0,II23. 

^ 4^P 

Si nous supposons que les conditions de mouvement soient 
celles de la Terre, g étant la gravité à la surface et R le rayon 
terrestre moyen, on a 

et ^ — = ^ représentant le tiers du rapportdelaforce cen- 
trifuge à l'équateur k la pesanteur, a pour valeur 0,0014986. 
En prenant pour unité le plus petit demi-axe, on trouve 
pour les deux autres 19,57 et 1,018, tandis que, d^ns les 
mêmes conditions, les. deux ellipsoïdes de révolution qui 
satisfont à l'équilibre ont .pour rayons i l'équateur 
1,0043441 et 68o. Donc dans ce cas, l'ellipsoïde à trois 
axes inégaux est trop différent d'une sphère pour que 
l'on puisse supposer que la Terre en affecte la forme, ce 
qui est d'accord avec ce que nous avons dit plus haut d'une 
manière générale. 

On remarquera que si la vitesse angulaire diminue de 
plus en plus, le petit axe de l'équateur diffère de moin» en 
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moins de Taxe des pôles, tandis .que le grand axe augmente 
à mesure. Sî donc cette vitesse est extrêmement faible» la 
masse fluide affecte la forme d'une longue aiguilief à peu 
près ronde, tandis que les deux ellipsoïdes de révolution 
étudiés en premier lieu se réduisent, l'un à une sphère, 
l'autre à un disque elliptique très-aplati. 

En résumé, on voit <me quand -. — est inférieur à 

' 47rp 

o, 09356, la surface d'équilibre peut être celle de l'un ou 
de l'autre des ellipsoïdes de révolution aplatis, ou d'un 

ellipsoïde à trois^xes inégaux; lorsque -. — atteint cette li- 
mite, le dernier^ ellipsoïde se confond avec l'un des précé- 

dents: pour les valeurs de -. — comprises entre 0,09356 et 

4^P 
0,1 123, les ellipsoïdes de révolution subsistent seuls, et se 
confondent pour là dernière limite; et pour une valeur 
plus grande la forme ellipsoïdale ne peut plus être une sur- 
face d'équilibre. 

Enfin, pour des conditions initiales données du mouve- 
ment, il existe toujours un ellipsoïde de révolution satis- 
faisant à l'équilibre, et il n'y en a qu'un seul, et si le 
moment de rotation ne dépasse pas une certaine limite, la 
surface d'équilibre peut être uu ellipsoïde à trois axes iné- 
gaux ; au delà cette forme. est impossible. 

§ II. ^ — De la figure d'équilibre d'uwie masse fluide 

PEU DIFFÉRENTE d'uWE SPHÈRE POUVAIT RECOUVRIR UM 
SPHÉROÏDE. 

99. Les résultats auxquels nous sommes parvenu au 
paragraphe précédent ne peuvent être considérés que 
comme nous donnant un premier aperçu sur la forme des 
corps célestes ; car il est à peu près certain que ces corps 
ne sont pas homogènes et que la densité va çn augmentant 
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en allant de la surface au centre. Le problème considéré 
ainsi sous un point de vue plus général présente de grandes 
difficultés que Laplace n'est parvenu à surmonter que dans 
le cas de la nature, celui d'un sphéroïde peu différent de la 
sphère. 

Mais avant d'aborder cette question il nous reste à éta- 
blir que la figure d'équilibre d'une masse fluide homogène 
animée d'un mouvement uniforme de rotation est unique, 
lorsque cette figure diffère peu d'une sphère. 

100. Figure d^éqmlibre d^une masse fluide homogène 
peu différente d^ une sphère y animée d^un moui^ement uni- 
forme de rotation, — Continuons à désigner par n la vi- 
tesse angulaire du système et négligeons le produit de sa 
seconde puissance, qui est nécessairement très-petit; par 
la différence entre la sphère et le sphéroïde on a, pour le 
travail de la force centrifuge, en conservant les notations 
du § IV du chapitre III, 






expression dont le si^cond membre est un cas particulier 
de la fonction Zj. En rempl.açant a par a(i -h z) dans le 
second membre de la formule (i5) du n^ 80, négligeant le 
carré de z, puis ajoutant le résultat obtenu à l'expression 
précédente pour égaler le tout à une constante C, on obtient 
pour l'équation de la surface d'équilibre : 



(') 



; 

1 I n'A' «'A» / , i\ 



Substituant à z son développement ^ Zy, et identifiant les 

o 

,4 
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fonctions semblables, on trouve 

I ,r A'( I — Z.) + 4,r A'Z, + i — = C, 



^' = -7|-^('*'-^) 



Zi reste indéterminé, mais en se reportant au n^ 82 on 
peut le supposer nul ainsi que Zo; les fonctions Zy pour 
V > 2 sont nulles. Posant 

quantité qui est sensiblement égale au rapport entre la force 
centrifuge à Téquaieur à la pesanteur, il vient 



.(, + z.)=.[.-|,(,»'-5)], 



ce qui est Véquation polaire d^un ellipsoïde de résolution 

aplati (^^)^ et dont l'aplatissement est mesuré par j ç^ 

résultat conforme à celui que nous avons obtenu au n^ 94. 
L'attraction totale exercée par un sphéroïde homogène 
peu différent d'une sphère sur un point de sa surface ne 
donnera, perpendiculairement au rayon, qu'une compo- 
sante du même ordre de grandeur que Faplatissement, et 
dont le càrré'esl négligeable, et Ton peut par suite consi- 
dérer l'attraction totale comme égale à sa composante sui- 
vant le rayon. La formule (i5) du n® 80 donne pour cette 
composante, en supposant a = A(i + Zj) après la dîfTé- 
rentîation par rapport à a, 

et si l'on en retranche la composante semblable de la force 
centrifuge, on trouve pour la pesanteur à la surface 
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qui varie pi^portionneUei&ent au carré de la latitude, 

conformément à ce que nous avons déjà trouvé au n^ 97. 

Si la Terre était homogène dans toutes ses parties, la 

variation relative que la pesanteur éprouverait de l'équa- 

5 
têur au pôle serait ^ ^ == o, 004S25, tandis que l'expérience 

au pendule donne o,oo54« L'homogénéité n'est donc pas 
admissible, et nous sommes conduit à étudier de nouveau 
la question, en considérant la Terre comme formée a l'ori- 
gine par un fluide hétérogène. 

101 . Si une masse Jtuide homogène^ animée d^un mouue- 
ment de rotation uniforme j est soumise à des forces exté- 
rieures très-petites indépendantes de la forme d'équilibre^ 
si de plus cette figure est peu différente d^une sphère, elle 
est unique. — Ce cas est celui de chaque corps céleste, en 
tenant compte des actions exercées par les autres astres, 
lesquelles, en raison de la distance, peuvent être considé- 
rées comme équivalentes sur la surface d*équilibre et sur 
la surface de la sphère dont elle diffère peu. 

En représentant par ^itk^p.^ la portion de V corres- 
pondant à ces forces et à la force centrifuge, on a, comme 
au numéro précédent, 



(-) |(-^)^2i7^-«= 



COQSt. 



Supposons qu'il y ait une seconde (igure d'équilibre répon- 
dant au rayon a{i + jb-+-îv), Ip développement de w en 

00 
fonctions sphériques étant représenté par^! Wy, il viendra 

o 

o 

.4. 
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et en retranchant ces deux équations Tune de l'autre, 



00 

:=coint. 



O O 

En/identifiant les fonctions semblables, on voit que W«, 
Wb,.,. sont nuls-, Wo l'est également, de même que Z09 par 
suite de Téquivalence des volumes compris sous les deux 
surfaces d'équilibre à celui de la sphère (82). Les termes en 
Zi et Wi disparaissant des équations (a) et (6), la fonction N 
ne doi^ pas renfermer de termes de cette nature. Si donc on 
prend pour origine le centre de gravité de la- masse pour 

les deux surfaces, leurs rayons se réduisent à ^ Z», et 

a 
elles sont par suite identiques, ce qui démontre la propriété 

énoncée. 

102. Surface d'équilibre d'une couche fluide homogène 
peu différente d^ une sphère, recouvrant un nojau sphé* 
rique composé de couches homogènes concentriques, •— 
Soient p' la densité et c le rayon du noyau \ l'excès du po- 
tentiel de son attraction sur une molécule extérieure quel- 
conque, sur ce qu'il serait si la sphère était formée par le 

liquide lui-même, étant 2 ttc' -^ ^> on est ramené au cas 

d'une masse fluide homogène, en introduisant cette eiçpres- 
sion divisée par ^TZh} (^00) dans les formules du numéro 
précédent, et remplaçant a par a(i + z) ; on obtient ainsi 

00 

4- y* \ h N = const.; 

ifci* 2 y 4- I 

o 

Zi , ne disparaissant plus de cette équation, sera indéter- 
miné ou nul. 
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Soit A.(i + z + w) le rayon d'une seconde surface d'é- 
quilibre, si elle existe; on trouvera, de même que plus 
haut, que 

-5[-S"'-')]i«.-i^ 



=: const.; 



on pourra supposer comme ci-dessus Wo= o, et la con- 
stante de cette équation sera nulle. • 
Si l'on ne peut pas satisfaire à la relation * 



:[.+i;(p'_p)]= 



2V -hl 



pour une valeur entière de v, toutes les fonctions Wy se- 
ront nulles, et il n'y aura qu'une seule surface d'équilibre. 
Dans le cas contraire, w se réduira à Wy et il y aura une 
infinité d*autres surfaces d'équilibre, puisque cette fonc- 
tion renferme av + 1 constantes indéterminées. 

103. Formules générales relatiVes à Véquilibve d'une 
niasse fluide hétérogène à peu près spliérique poui^ant 
recouvrir un noyau sphérique» — Supposons que l'on 
yeuîlle tenir compte de l'attraction exercée par un astre 
étranger S sur la masse fluide; il faudra appliquer à 
chaque molécule m de la masse fluide une accélération 
égale et contraire à celle du centre de gravité de cette 
masse afin de le réduire au repos. Soient ^^ s les distances 
du centre de gravité de S à m et au centre de gravité O 
de la masse; v^ ^y les angles analogues à 6 et C7, corres- 
pondant à a, qui est censé ici représenter la distance Om. 
On a, en développant en série, 

s s S ^ _ «>' 

^ ^s^ — Isa [cosf'CosS H- sine sin0cos( rs — ^ ) -i- a' ^ ^^ *^ 

la fonction P^ étant de même nature que la fonction Yv 
du n° 73, et satisfaisant à l'équation (5) du même numéro. 
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S 

L'accélération — - égale et contraire à celle de O, appli- 
quée au point m^ parallèlement à 5, donnera dans le po- 
tentiel un terme égal au produit de son intensité par la 
projection de a sur s\ et comme on reconnaît facilement 
que cette projection est égale kaV^y il vient 

• S s S/ w^ à^\ 

2 

Comme on peut choisir la constante de manière que V soit 
nul pour a=o ou pour le centre dç gravité qui est en 
repos, cette formule se réduit à 

On obtiendra le potentiel total en ajoutant cette ex- 
pression et toutes les expressions de celte nature, s'il y a 
plusieurs astres, S, S', S'', • . . , à celle (17') du n^ 84, aug- 
mentée du potentiel -^r 1 — f p' — -ç j dû a la force cen- 
trifuge (100) 5 on trouve ains^, en appelant p la pression 
et en se rappelant que les conditions d'équilibre de^ 

fluides se résument dans Téquation — = dN^ 



o 



n^A^ /l'A»/ , i\ .S v«„ a' 
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▲i ajani la même significatîoti qu'au n^ 84) formule dans 

00 

laquelle on devra remplacer a par A(i-f-^) = Afi+'VZ„)« 

o 
Négligeons le carré de z ainsi que ses produits par iï*, 
S S' 



;'7" 


• • > et posons 




t=... 




-K^-Jh^'-^-".- 




l-p.+i;-i'.+-=<j.- 



En identifiant les fonctions semblables de Téquation (i), 
dont le premier membre est une constante pour chaque 
coucbe dei niveau, on trouve 



■w 






3a 



«t en général, poar v > «, 

On pourra choisir à volonté l'arbitraire Z^ qui entre dans 
Féquation (a). 

Pour réduire dans les mêmes limites les intégrales com- 
prises dans Féquation (3), posons 

U'v sera une fonction sphérique*de fx et cr, de même nature 
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que Zy et Vy, et indépendante de a. Cette ëqnation devient 

(2v+i)*»z,jr'prf.A>+3*«'--'jf'prf(^) 

— 3 r pd( A'-^z") — 3 A«»+' o; = o, 

d'où l'on déduit, en difTérentiant par rapport à a, 
,,, rf»Z, pv(v4-T) 6pA -1 6pA» rfZ, 

L'intégration de cette équation introduira deux fonctions 
arbitraires entières et rationnelles en fx, v/i — ^^'sintj, 
^i — /x*costT, satisfaisant à Téquation (5) du n? 73, 
L'une de ces fonctions se déterminera au lyioyen de la fonc- 
tion Uy qui a disparu par la diflerentiation ; l'autre, dans 
le cas d'un noyau solide, en exprimant que Zy est le rffème 
pour la dernière couche intérieure delà masse que pour la 
surface du noyau. Si le sphéroïde est entièrement fluide, 
aucune condition ne parait devoir déterminer cette foncT 
tion, et il semble en résulter la possibilité d'une infinité de 
surfaces d'équilibre ; nous allons maintenant examiner ce 
cas, d'autant plus intéressant qu'il paraît se rapporter aux 
conditions primitives des corps célestes. 

104. Figure d'équilibre d'une masse JluLde hétérogène 
dont les couches de nii^au sont peu différentes de la 
sphère» 

En se reportant à l'explication relative à l'arrangement 
des fluides pesants hétérogènes, on est naturellement con- 
duit à admettre que la densité de la niasse fluide considérée 
va en augmentant à mesure que l'on s'approche du centre. 
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Si la masse étaît homogène ^ serait égal à 

r unité. Nous poserons donc 

pA* I 



r'"- -Tr-fr"' 



= i-F(A), 



F étant une certaine fonction de a, nulle pour a = o, 
puisque le noyau infiniment petit que l'on peut concevoir 
au centre doit être considéré comme homogène; elle est 
plus petite que Funité, et de plus elle est essentiellement 
positive; car p décroissant quand A augmente, le second 
membre de la double égalité ci-dessus est inférieur à 
Tunité. 

A Tinspection de l'équation (4), on voit que Zy est de la 
forme 

Xy étant comme Zy une fonction sphérique de |x et de o de 
Tordre v, indépendante de a, et h^ une fonction de A seul. 
On a, pour déterminer A„, 

(5) ^ = |v(v-H.)-6[,-F(.)]ji:-6[,-FW]^'. 

Concevons que h^ soit développé en une suite de termes 
ordonnés suivant les puissances ascendantes entières ou 
fractionnaires de A, et soit 

Ay = ayA'H- a^ A*' 4- . . . , 

«y, a'y , . . . , ^, 5^, • . • , étant des inconnues indépendantes de 
A; l'équation (5) devient 

(^^ j =6F(A)[(5+l)ayA'-»+(5'-hi)a; A-'-»4-. . .]• 

Si4'on conçoit que F (a) soit développé de la même ma- 
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nière que Ay, ce développement ne pouvant pas renfermer 
de terme indépendant de a, puisque F(o) = o, il faut, 
pour que Ton puisse identifier les deux membres de l'équa- 
tion précédente, que l'un des termes du premier membre 
soît nul, ou que, par exemple, 

(x-+-v-+-3)(* — V -h2)=o, 

d'où deux valeurs pour s. Pour chacune de ces valeurs, on 
identifiera les autres termes du premier membre à ceux du 
second, et Ton obtiendra ainsi deux séries, dont la somme, 
après les avoir multipliées chacune par tine constante ar- 
bitraire, sera l'intégrale complète de Téquation (5). Mais 
dans le cas qvd nous occupe, on doit rejeter la valeur 
5 =: — ( V + 3) pour laquelle Zy serait infini au centre^ et 
l'on ne peut admettre que la série 

hv= avA^'-' + a^, A*'-H. . . . 

Pour V =.z, l'équation (5) est satisfaite par 

ài = — > 

A 

et c'est la seule valeur admissible, puisqu'elle correspond 
à 5 = V — â. En plaçant l'origine au centre de gravité du 

sphéroïde j Zi = — Xt sera nul et l'on aura a, = o. 

À l'inspection de l'équation (6), on reconnaît que a , 
a^,..., se composent chacun de deux facteurs, l'un «y, 
l'autre indépendant de ce dernier. On peut par suite sup- 
poser «y égal à l'unité, puisque cela revient à comprendre 
ce facteur dans Xy, ou à remplacer dans ce qui précède 
«yXy par Xy tout simplement* 

Pour v>2, v(v+i)!est supérieur à 6 et par suite 

à 6 F ( a) , et 5^ Ay et -^ sont positifs en parlant du centre^ 
ils restent constamment posUifs à niesure que tor^s'ap^ 
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proche de la surface^ car si -7-^ devenait négatif, il le de- 
viendrait avant h^^ et devrait auparavant passer par zéro; 
or pour cette valeur, diaprés réquation (5) et pour v^ft^ 

-T-Y est positif; par suite, a partir de zéro, -7- recommen- 
cerait à croître, et il ne peut par conséquent, ainsi que Ay, 
devenir n^atif. 

On pourra satisfaire à la condition que la fonction F (a) 
soit très-petite pour de très-petites valeurs de a, en posant 

F(a) = Pa\ 

(3, X étant des nombres positifs entiers ou fracMonnaires. 
L^équation (G) donne alors ' 

(y-f-v-h3)(/— v-h2)ee'^=r6(^H-l)P, a^ = O, a^==o..., 

d'où 

6(v-i)p • 

6(v — OPa'-^-^-' 



A, = A»-» H- 



(2v-4-X + l))l 



rfA ^ ' (2v+^4-l)X 

Ces deux dernières expressions sont essentiellement posi- 
tives quand v est égal ou supérieur à a. 

Pour V égal ou supérieur à 3, Uy est insensible relative- 
ment à la Terre, la Lune, Jupiter, etc., et l'équation (3) 
4onne dans ces condition^) en j remplaçant Zy par AyXy, 

-+-3 r fd{A»+»Av)lx, = o. 
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Si Hy est ce que devient h^ à la surface, on a 

r-«2(v-hi)A^.H. r\d.K^^z rV(A-+3//,)'|xv= 

ou par l'intégration par parties, 

— (2v-|-i)Hvp-H.(2v-4-i)Hv I '{tXdp 

-3j\.(±)~.,]x.= 



= o. 



Or dp est 4iégatif , h^ croit du centre à la surface et - <I i v 

, A, 

d'où il suit que Tensemble des deux derniers termes du 
coefficient de Xy, et par suite ce coefficient, est négatif. 
L'équation précédente ne peut donc avoir lieu qu'autant 
que Xy = o lorsque v^3. Le rayon de chaque couche de 
niveau se réduisant alors à 

a(ï + Z.4-Z,), 

il s'ensuit que les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes. 
Pour simplifier l'écriture, nous supposerons dans ce qui 
suit Ai= I, ce qui revient à considérer a comme représen- 
tant alors le rapport du rayon moyen d'une couche à celui 
de la surface. 

Pour la Terre on a, en négligeant dans Uy l'action du 
Soleil, de la Lune, etc., 

U, = -^(pl--i^, U3 = o, U,=o,..., 
et l'équation (3) donne, en supprimant l'indice de H^, Ag,. 

|^_|„Hj'prf.A34-|^J"p^(A'A)]x,-|(^'-i) = o. 
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Soit 



TT I pd,A^ 



<f étant, aux Quantités du second ordre près, le rapport de 
la force centrifuge à Tëquateur, à la pesanteur, il vient 



x,= . 



■(-i) 






X''"' 



A*/i) 



Si donc nous posons . 

(d) A= 



2H— ^ 
5 






? 

o 



€t si nous profitons de Findétermination de Zo pour éta- 
blir la relation Zo = ^ ^'^j ^^ rayon de chaque couche de 
niveau sera donné par la formule 

qui représente un ellipsoïde de ré\folution autour de 
l'axe de rotation, ayant pour axes principaux a à, 
2 A (i + ArA) et dont hh est Taplatissement ou Fellipticité. 

Il suit de là que : 

i^ L'aplatissement dès couches de nii^eau va en crois ^ 
sant du centre à la surface, tandis que les densités vont 
^n décroissant^ 
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2^ L^ aplatissement à la surface de la surface^ ou 

(.) E=^ î« . 



2H — ? 



Ç PaWa 



est supérieur à^et inférieur à la limite j (f correspond 

dant au cas de l ^homogénéité ( 1 00 ) . 

La première partie de cet énoncé est évidente d'après la 
forme analytique même de Fellipticité. Pour établir la se- 
conde partie, nous remarquerons en premier lieu que les 
aplatissements croissent dans un moindre rapport que l'in- 
verse du carré du rayon, car h supposé égal à — deviea- 
drait infini pour les couches centrales ou pour a = o. Si 
donc on pose h= ^y u croîtra avec A et l'on aura 

Çpd{k'h) = ufpd.A^'hfdu fk^dp. 

u augmentant du centre à la surface tandis que p diminue, 
la seconde intégrale du sepond membre de cette équation 
est négative, et par suite 

jpd{K'h)<:ujpd.A^<:iRfpd.x\ 

et en remplaçant la première de ces intégrales par la troi- 
sième, qui est une limite supérieure, dans la formule de 

5 
l'aplatissement à la surface, on trouve pour résultat j o. 



d'où 
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Calcul de ht pesanteur. — Les directions de la pesaQ-- 
leur depuis un point de la surface jusqu'au centre ne 
forment point une ligne droite, mais une courbe normale 
aux couches de niveau qu'elles traversent; c'est donc la 
trajectoire orthogonale des ellipses génératrices de ces 
couches, et nous allons d'abord chercher à la déterminer. 
Soient (fig' 8) OA un rayon quelconque rencontrant la 
surface libre de la masse fluide au point A et faisant avec 
l'axe de rotation Oz Taxe 0© 5 A/nO la trajectoire orthogo- 
nale partant du point A; a = m le rayon aboutissant au 
point m de la courbe; 6 l'angle qu'il forme avec Oz; d l'angle 
formé avec OA par la tangente en m ou l'élément mm' de 
la trajectoire, ou encore la normale à l'ellipse passant par 
le point m. Les angles J, — 0o sont du même ordre de gran- 
deur que l'ellipticité AA, et l'on devra en négliger les puis- 
sances supérieures à la première-, mm' ne diffère d'ailleurs 
de dk que d'une quantité de Tordre hh> Si donc on appelle u 
la perpendiculaire mp abaissée du point m sur OA, on a 

-^ duzzz mm' sin S ■=zdA,$. 

La normale à l'ellipse dont l'équation est 

«=a(i — AhsinnB) 

fait avec a l'angle khsin^O =z hhsiniido^ et par suite 
avec OA l'angle 

5= ^A.SÎBÎ^Ôo -— (0 -— ©,). 

On a donc 

^ duz=: d^[Hs\B1Bo— (%^ — 0«)]. 

D'autre part, 

a = asinmOp = a[9 — 6o)> 
d'où 

— £/w = A I X A sin 2 9o j j • 

et entiD, en intégrant, en remarquant €|uepour le point; A 
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o^i pour A = I , on a II = o, 

(e) i£=:A^sin2 0o 1 • 

Jo ^ 

Telle est Téquation de la trajectoire qu'il s'agissait de 
trouver. 

Pour obtenir la valeur dé la pesanteur g" à la surface, il 
suffit (100) de «changer le signe de la dérivée de Téqua- 
tion (i) du n*' 48, par rapport à a, puis de supposer 
a =:H-Zo-l-Z|, Ai = i dans les limites des intégrales. 
On trouve .ainsi, eu égard aux simplifications indiquées 
plus haut, 

g'=^(i— 2Z0-2Z,) r'prf.A»-f-47r rV(^*zo, 

On fera disparaître les intégrales de cette formule qui ren- 
ferment Z| à l'aide de l'équation (3), en y supposant 
V = a ; et si l'on pose 

Jo *'0 t/0 

et que Ton observe que 

on trouve, en ayant égard à la relation (c^, 

OU, en négligeant le carré du coefficient de fx* — -51 

Soient L la longueur du pendule à secondes à l'équa- 
teur, correspondant à la gravité G*, /la longueur du même 



pendale au point considéré; on a 



' = I'[n-(ff-E)p^]- 



Si A est Texcès de la longueur du pendule «u p61e sur sa 
longueur à Téquateur, 

d'où 

5 

A-+-E = -ç. 
2 

5 
Dans le cas de l'homogénëité , on a E = 7f, et A==£« 

Mais si le sphéroïde çst hétérogène^ autant l 'aplatissement 

5 
est au-dessus ou au-dessous de - f , autant A est au-dessous 

ou aurdessus de la même ifuantfté. 

Soient C et A les moments d'inertie du sphéroïde par 
rapport k Vaxe de rotation et à un diamètre quelconque 
de Féquateur. En remplaçant, dans la formule finale du 
n^ 89, A* par le coefficient — kh du terme en jx* de l'ex- 
pression de a, -et supposant B = A, on trouve 









ou, en ayant égard à la relation [d) du numéro précédent' 
et remarquant que E =; AH, 






La théorie dq I9 précession des équinoxes donne, coti^inc 

iS 



nous le verrons plus loin, pour )»Terre^ 
C — A 



et en prenant 



^ -:==o,oo3a6, 



^==o',ooâ4S, *=yj;^' 



on trouve 

'du 

= 2,02 . 



I'"" 



105. jitlratetion sur un point extérieur d^un sphéroïde 
tëconveH d'aune touche fluide. *-^ Désignons par M la 
çiasse totale du sphéroïde ^ du fluide; la formule (3) du 
n® 103 donne pour la surface, en se rappelant que Z| = o, 
et que rindéterminée Z© peut être prisé égale à zéro (82), 



rr=MZ» 

et pour V > a, 



Uv + «Ji 



prf(A.>t»z4 = MZv; 



en substituant les valeurs d^fns la formule (17) du n® 84, 

QÀ trouva 

Dans le cas d^un ellipsoïde, v s'arrête à' a et Ton a 

.,./-M[z..j(.-^)], 



OB xÉcâJiiQfDit dfeLJiitns. sa^ 

et comme 2| == — ^ ( f^' — ô ) ' ^l vient en dëfiniùve pour 
le potentiel cherché _ ,*, 

106. Hypothèses sur la loi de ta variation de la den-- 
site de la Tarte di^o la pr^Jandeun "^Lèitonsidévkilhns 
c|oipr6cèdeBt raçMutvenC également leur appUcatioûylbràqto 
Ton suppose que la Terre a. ëlé formée dès l'origisQ i^un^ 
seule substance, en tenant compte de Taugitientalion de 
densité à mesure .que Ton s^approebe du centre, due à hl 
compression exercée par le poids des coUches supérieures. 

La loi qui régit les gaz et d'après laquelle, la tempéfsttttré 
restant constante, la densité croît proportionnellement à la 
pression, ne parait convenir ni aux liquide^ ni aux solides, 
et Texpirience >e4]ible i^iquer qu'ils résialeiil d'autant 
{)lus à la coxapi^ssidb. qu'ils sont plus cQlnpriniLés> «il 
d'autres termes, la dérivée de la pression par rapport à la 
densité croit avec cette densité, mais suivant une loi qui 
n'est pas connue 3 et Ton ne peut faire à eét é^ard. que «It» 
conjectures- . 

L^hypo thèse la; pku siihple que Fou puisse faire càn^ 
siste à supposer que cette dérivée croit proportionnelle* 
ment à la densité, et c'est celle qui a été imaginée, et étu- 
diée par Légettdté, et qtie LapTacé a distûtée p)ùÂ tard 
dans sa Mécanique céleste^ 

M. Rocbe (*) en mpdifiaot l'hypotbose deLegeudre gai^ 
l'introduction d'un terme proportionnel au carré de U 
densité, ce qui a pour ef&t de rendre pl\i8 rapide encore la 
loi de la compressinilité, arrive à ce théorème très-simple :^ 
la diminution de densité croit proportionnellement au carré 
de la distance au c'enire. Les eonséquenées de cette propo- 

(*) Uémoirea de VÀeadémie éet Seiendas de UtnAftcUier^ t. «i ; 16S». 



sition offrent un accord trèso^atisfaîsant avec le résultat 
de respérience pendulaire exécutée par M. Airy au fond 
de la mine de houille (le Harton, à une profondeur de 
385 mètres (*)^ Nous allons exposer iuccessivement les 
deux hypothèses qui, l'une et Tautre, conduisent à des ré- 
sultats très-intéressants. 

lt)7. Hypothèse de Legendre. ^^ L*équatîpn (a) du 
OL^ i03 donne, en différentiant par rapport à 4, et suppo- 
sant Z« ssOy ce qui est permis. 

Posons 

k étant une ^x>n8laate, et appelons pi la detisitë à la sur- 
face^ où la pression est supposée nulle; fl vient 

et en vertu àfi F^nation ( 7), 

faisant -r .= 7*» f == -> cette équation devient 



(«) 


--. + ^*=.o. 


d'où 


X zsz Asin49 -i- ftcosA^y 


et . 


A . . B 



(*) CompUi rendus de V^mdémiedeê Sciences, t. XXUX, p. i lOK; lS^4* 



A» By élaiii deos oons&HBtc» arliitraires. La deosilé n*éiaiii 

point infinie an centre on ▲ est nnl, B doit être nnl, et Ton 

attmtauBidcBMnt 

A . 



et GOBUM'à h sai&ce a = i, il Tient 
Si Ton BoauneD la moyenne densité de la Terre, ona« 

(V, les équations (8) et (9) donnent à la sniface 



(SL.=--r'-=-T 



•» 



d'où Ton tire 

(.0, B=|(._-i_y 



tour cakder r «p i atta— ent, nous boos (eportcroos à 
h formule (5) do n* 104, en y sn^osaat » = a et si^ri- 
mant l'indite de h, ce quidomie 

«paipoa que Ton peat meure sons la fonne 

. A •'• i_ _J^ ».*^ — «w 

*? rf* — ^ 
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ou, en remplaçant p par - el -^ p^r sa valeur lîrée de Té- 

quation (8), 



-_ ■ ' • ^ia- ' 



Cette équation est satisfait^ en. posant 






N étant une constante arbitraire ; et en remplaçant x par 
sa valeur en fonction de a, PfK tcquve pour Taplatisse* 
ment 

expression qui devient nulle avec à au centre 4e la Terre.* 
En se reportant au n^ iP4t l'apldl^ssemept à la surface a 
pour expression 



XA^A 

(.3) 






«H-^ 



Jr pA^rfA 




5 /»! 





Substituât! t ^//) à s£^ valeur déduite de Téquation (8), eu 
ayant égard à la relation (12), oïl trouve en définitive pour 
l'aplatissement à la surface 

\ tang/// tang<7--y 



i ; * ' 5 - ■ * ' • ' ' ^ 

En prenant ^ — pour cet aplatissement, et - y =; o^boSâS, 

on obtiens . , \ 

^ = 2,54. ' -S^'»r^ J 

L'équation (10) doBûQ 'p^^\. ^ 

f»i=î0^468^Rf 

et Ton a pour la ilensîté au centre ' 

p = ^Pi = 2 ,o55 D. 

La pesanteur en un point intérieur du sphéroïde repré-w 
sent^ par TattractioB de la sphère de rayon a passant par 
ce point se trouve très-simplement et a pour expression 

^=a'4^ / p«^'^A = p,{steA^*-'AgCOSA^), 



r i p«^'^A = 



ou en appelant gi la ValeiiT dç g 9 la 8tir£Eu;e di} sphéroïde, 
ou pour A = 1, 

/ sîoAy-^A'ycosA^ \ 

S =i /?! I : ' 1 > 

_ *^ \ sin^ — ^cos^ / 

Cette formule donne pour un petit abaissement -^jÏA 
au-dessQus de la surface d^ la T<îrre 

i^=— o,626,^4.. 

Le rayon moyen de la Terre étant de ^366 000 mètres, et* 
]a profondeur à laquelle M. Airy a ei^cuté son expérience 
étant de 385 mètres, on a dans ce cas 

^^_ 385 
63 66000 
et 



g, 26400' 
nombre beaucoup plus petit que -j-gr- qi^i est donné par 



N 
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l'observation. SiTon voulait que la valeur ci-dessus de g re- 
produisit raccroiSsetnent observé, il faudrait prendre q=^^, 
mais alors Taplatissement prendrait la valeur trop faible 

de 7 — • Ainsi la loi de Legendre ne peut pas reprééenter à 

la fois d'une manière satisfaisante la loi de la pesanteur et 
Taplatiasement. 

108. Hjpoihèse de M* Roche^ — Supposons ^ 

/3 étant une consume et p% la densité au centre. L'équa- 
tion (7) donQe. 

d'où 

dp 4 dk f^ . \ 2ir6 /a \ 

Celte formule ne diflire de celle de Legendre que par l'in- 
troduction dans le second membre de -p d'un terme pro- 
portionnel au carré de la densité. 

Nous avons obtenu aii n^ (104), pour la Terre, la rela- 
tion 

il 
PaVa 

= a,oa. 



X' 
X 



1 
pà*dA 



et en y remplaçant p par sa valeur ci-dessus , on trouve 

j3 = 0,8, d'où 

p^p.(i — o,8a»). 

En continuant à désigner par D la densité moyenne de la 
Terre, on a 

D=3 I pA'</A :;= OySdpoy 
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d'où 

^.= 1,923 D. 

Si l'on prend par exemple D = 5, 5, on a p,, = 10, 5 et la 
densité à la surface, est 

p,3=0,92po=2,K 

L^attraction de la sphère de rayon À, sur un point de sa 
surface, a pour expression 

^1 étant la pesanteur à la surface de la Terre, correspond, 
dant à A = i. On voit que raccélératîon g augmente à partir 

de la surface jusqu'à la distance a = j* pour laquelle elle 

atteint sa valeur maximum lyOÔSgi^ laquelle est plus 

grande qu'à la surface de plus de -=• La pesanteur décroît 

ensuite, reprend la valeur gi pour a= o,655, puis dimi- 
nue rapidement et à peu près proportionnellement à a, 
jusqu'au centre où elle est nulle. 

Pour une faible variation de profondeur au: dessous de la 
surface, on a 

i:^~T3*^* 

et, en se plaçant dans les conditions de l'expérience de 

M. Airy, on trouve' 

Sg i 

g 19530 

La différence entre ce résultat ei la fraction donnée 

par l'expérience est évidemment inférieure à l'erreur pos- 
sible de l'observation^ dans laquelle il s'agît de constater, 

sur une durée de 24 heures, une vaciation de a secondes y 

environ. 
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L'aplatissement se déduira de réqualion 

d'h 3o(f + pA») rf/i ii^h _ • 

qu'il faudrait intégrer au moins par approximation, en 
tirer la valeur de Taplatisseoient à la surface, et voir 
ensuite si elle s'accorderait dans des limites convenables 
avec la valeur qui résulte de l'observation. Ce serait une 
belle justiGcation de l'hypothèse de M. Roche ; mais pour 
y arriver il faudrait passer par une série 4e icalcul^ qui 
seraient fort compliqués. 

§ V. — De la stabilité de l'équilibre d'uhb masse 

FLUIDE HOMOGÈNE ANIMÉE d'uN MOUVEMEIft DE ROTA- 
TION UNIFORME. 

-109. Concevons qu'une masse fluide homogène animée 
d'un mouvement de rotation uniforme, soumisç j^ ses a<>- 
tions mutuelles, pouvant recouvrir un noyau central so- 
lide, subisse, sous l'influence de certaines causes exté- 
rieures, des modifications de forme supposées très-petites, 
et proposons-nous de déterminer les conditions nécessaires 
pour que ces modifications continuent à rester très-petites, 
de manière que, après une série d'oscillations, la masse 
fluide finisse par reprendre sa forme d'équilibre. Nous 
aurons ainsi les conditions relatives à la stabilité de l'équi- 
libre de la masse. 

Le tout se réduit, comme on le sait, i exprimer que 
r accroissement infiniment petit du potentiel, qui est du 
second ordre, est négatif. 

Pendant la déformation le moment de rotation (90) iseaie 
constant, et il conviendra de le considérer comme une 
donnée delà question. 

Les petits déplacements de la masse pourront être rap- 
portés, comme mouvements relatifs, à la figure d'équi- 
libre (S) supposée animée du mouvement moyen de roJLa- 
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tion d^ celte m^s&e, c'est-à^dxre yIu mouvemeat qn'^llc 
ppendraU ^ (oui à coup élU forjnait un système soîidiç. r 
Soient : 

Co^ C, les xaomients d'inertie de la maise par rapport â 

Taxe de rotation lors de rééquilibre et à un instant 

quelconque^ 
/2o, n^ les vitesses angulaires oorre^ponHantes^ 
|JL, le moment de rotation ; 
p la densité de la couche fluide^ la densité du noyau étant 

prise pour unité ; 
g l'accélération due à l'attraction de* la masse et h la 

force centrifuge sur un point quelconque de la surface 

d'équilibre, et qui est néeessai rement normale à cette 

surface^ 
dùiy d(ù' deux élément-s de |a surface d'équilibre \ 
A Leur distance \ 
^, 2' les portions correspondantes et infiniment petites 

des normales limitées par la surface variable. 

La relation 

indique que dans l^ur mouvement relatif par rapport à (S), 
la somme des produits des masses élémentaires par les aires 
décrites en projection sur le plan de l'^pateur est nulle, 
car fi représente la même somme dans le mouvement absolu 
let le mouvement d'entraînement (^), et leur différence est 
par suite nulle. 

L'accroissement du potentiel est dû : 1^ à l'attraction suf 
lui-même de l'excès sphéroïdal limité par la surface variable 
et la surface d'équilibre ; 2^ à l'attraction de la masse (S) 
sur cet excès; 3" à la variation de la force centrifuge sur 
tonte la masse induite aux termes du seeond ordre. 



(*} Voyes, pottr laabégrie des tnoavemeiito lelatifs, mon Traité de Ciné- 
matique jmre. 
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Lôi^qne la masse pdtùdz s^ élève au-dessus dé la figuré 
variable, au point corréspondanl à dtw, rattraction qu'elle 
reçoit de Télément pz'd(ù' de i*excès sphéroïdal donne 

iîeu au travail c^dtàdtù^ — --• L'élévation dz' àn^dessus de 
d(ù' donne de même, par rapport à l'élément pzdtà^ le tra- 
vail p*d(ùd(ù^ — - ; la somme de ces deux expressions étant 

pï. ^déZz% il vient, pour les déplacements z^ 2' au- 
dessus de la surfp^cc. d'équilibre,, . 

^ A 

Si Ton fait la somme des expressions sembtàmes pour tout 
l'excès sphéroïdal, il est clair que t^on aura le double du 
potentiel dû à ses attractions mutuelles, puisque chaque 
élément s y trouvera répété deux fois* On a donc pour ce 
potentiel 

Le travail élémentains dû à la résultante g^ sur l'élément 
pd(M)z^ étant — gpdtùzdz^ il vient, pour le potentiel corres- 
pondant au déplacement z compté à partir de la surface 

d'équilibre, — ^z^dtù^ et pour tout Texcès sphéroïdal. 

Le potentiel dû à la force centrifuge, r étant la distance 
de la molécule m à l'axe de rotation^ 

En posant C = Co-f- (îC, le terme du second ordre de cette 
expression est 
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en ^remarquant que raccroissemeat ^C^u moment d'inertie 
est dû à l'excès sphéroîdal ou est égal i p j r*zd(ù. L'ac- 
croissement total du potentiel est donc 

telle est lexpression^ qui doit être négative. 

110. De la stabilité de l'équilibre des mers, — Suppo- 
sons que la surface d'équilibre et le noyau soient très-peu 
différents d'une sphère ^ Taccélération g peut approxima- 
tivement être considérée comme constante^ et nous pren- 
drons pour unité le rayon de la sphère équivalente au 
volume du sphéroïde total. 

On a 

00 



\ 

Yy étant la fonction du n^ 73, symétrique par rapport aux 
angles 9^ 6'j et cr, u' qui fixent la position de //co, d(à\ 
Soient 

I I 

les développemenis en fonctions sphériques de z^ z\ z^^, 
la fonction Zo étant nulle (82), On a (78), v étant diffé- 
rent de v', 

iZyTv'rf'w=o, IZyZy^rfw = 0, 

attendu que dû), diù' peuvent approximativement être con- 
sidérés comme deux éléments sphériques, et les intégrales 

■ ■ ■■ ■ ■ ■ ^ I « ■ I» - ■ I. .... ■ . ■ ■ ■ ■ . ,, 

(*) M. I^ionTÎUe est arrivé le premiep k cette expression par ane nétbode ' 
analytique insérée dans son Journal de Mathématiques pures et appliquées. 



a38, TRAifti ÉttnkfiTknm 

ci-dessuB &*ëtetidaiit à tottt^ la dfiHace de la sphère mi de b 

à 41^1 on ade pluç, d'après la formule (i3) du n® 79, 



X 



''zlYvrfw'^-^Zv 



2v-hl 



Les deux premiers termes de Texpression (i) deviennent par 
suite, en remarquant que l'on a k tràs-'peu près g = ^j 

=-?i*" ["-"^"•*" ('-i')'''-^- ••}"•■ 

Enfin, on ar*= sin'fl= - — ( fx* — ^ j , et comme p* — - 

est un cas particulier des fonctions Z|, Tintégrale du troi- 
sième terme de l'expression (i) se réduit (88) à 

Ât étant le coefticlent du terme de Z^ indépendant de a. Il 
vient donc, pour l'accroissement total du potentiel, 

et pour qu'il soit négatif, quelle que soit la déformation ou 
lès valeurs très-'petîteS attrîbuéeé à At , Zi, Z,,...^ il faut que 
p<^im Donc, pour que V équilibre de la mer soit slable, il 
faut que sa densité soie inférieure à la derisité moyenne de 
la terre. 

Si cette condition n'est pas remplie, il y aura certains dé* 
placements pour lesquels les éléments matériels du fluide 
tendront à s'éloigner de plus en plus des positions qui con- 
viennent à l'équilibre, et l'équilibre sera instable pour ces 
déplacements. 
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§ VL — Du LA V160KE DB t'iHNEAU ÔE SaTTTBNE. 

lil« LVnneau de Saiumc est une coiiroDnef circulaire 
d'une très'-faible épaisseur, donc le centre est celui de 1k 
planète et dont la largeur est environ la moitié du rayon 
intérieur^ ce dernier étant égal à une fois et demie celui de 
la planète (^). 

L'anneau n'est pas simple, et Ton a reconnu jusqu'ici 
qu'il eàt formé de trois anneaux concentriques presque 
entièrement situés dans le même plan. 

L'irradiation doit considérablement augmenter la Ur- 
geur a^arente des anneaux; il peut même se faire que 
chaque anneau ae compose de plusieurs autres, qui pai' la 
même cause paraissent se confondre en un seul pour VçA}- 
servateur. 

Nous supposerons^ dana^ ce qui suit, que chaque anneau 
est fluide ou qu'il l'a été primitivement^ qu'il affecte par 
conséquent la forme d'une surface d'équilibre^ qu'il est 
homogène^ que. la distance eiitre deuit anneaux consécutifs 
est assez grande pour que, en raison de leur faiible masse, 
on puisse négliger leurs actions mutuelles de l'un à l'autre. 

Chaque anneau se trouvera ainsi sollicité par ses attrac- 
tions mutuelles, par l'attraction de la masse de Saturne que 
nous considérerons comme sphérique et composé de cou- 
ches homogènes concentriques; enfin par la force centri- 
fuge résultant de son mouvement de rotation accusé d^ail- 
leurs par l'observation et supposé uniforme. 

L'attraction d'un anneau sur un point dé sa surface 



(*) KayoD équatorial de Saturne 64000 kilomètres. 

Rayon intérieur de l'anneau ...•••... 9^000 v 
Rayon extérieur de l'anneau 14300a » 

L'épaisseur de Tanneau est inconnue, mais clic ne parait pas dépasser 
110 kilomètres. 



a4o T&àitt éLéMBHTàiaB 

étant irès-pclite par rapport & rattraction de Saturne, et 
sa largeur dans le sens du rayon paraissant elle-même 
devoir être une très-faible fraction de ce rayon, on pourra 
sans inconvénient négliger le rapport des dimensions trans- 
versales de Fanueau k son rayon, ou supposer ce dernier 
infini. De sorte que Ton est ramené à déterminer l'attrac- 
tion d'un cylindre indéfini de même section iransvcrsale 
sur un point de sa surface. 

112. La Jtgure elliptique satisfait à la condition dCéqui" 
libre dun anneau supposé Jluide^ — Soient : 

OZ Taxe de rotation de Saturne; 

C le centre d'une section méridienne^ 

C^ la parallèle a OZ menée par ce point; 

OC^ la perpendiculaire à OZ passant par le point C, 

prise pour axe des y] 
a le rayon OC du cercle décrit par le centre de Tannean ; 
S la masse de la planète; 
n la vitesse angulaire de {cotation de l'anneau; 
jjZ les coordonnées d'un point m du. périmètre de la 

section considérée* 

Le travail élémentaire de la force centrifuge du point m 
sera, abstraction faite de sa masse qui entre en facteur. 

Le travail total de l'attraction de Saturne sur le même 
point est, en négligeant les puissances de Zjj supérieures 
à la seconde, 

S — . ^ _ ?Z Sr» I Sz\ 

d'où, pour le travail élcmcnlaire, 

S ^ sSjrf/ Szdz 
i"f -^ 1 — r~ • 



Si^fin» si Ton BVLffoat que la seeUonde l'anneau «st une 
ellipse ayant pour équation 

d'après le n? 71v le irayaii ilémeutaire dé raitraètioil 
qu'il exerce sur le point m est 






la densité de l'anneau étant prise pour unités On a doue 
pour la condition d'équilibre à la surface 

Cette équation coïncide avec Celle de Fellipse si 



S 



4^7 



7+1 


"'-7'; 


4« 


3S '' 


7H-I 


■7(7—'). 



d'où Ton déduit, 

A l'inspection de cette formule, on voit que y^i ou 
que râuneaii est nécessairement aplati. Considérée comme 
une équation en y, elle a deux racines positives, puisque 
son second membre dévient nul pour y = i , y = 00 . 

1L.e maicimum du second membre de l'équation (i) e^l 
égal à o,o543o^6 et correspond à 

7 = 2,5^4; 

si donc on désigne par D la densité moyenàlé deSâtuirtte 

16 



&4d ' TMmfe ÉulmiiQeAiiis 

««ppastés à œllê éê l'^uisea»^ par R «on nyon» eomme on a . 

la pkis .grande vakor qoe Poù piniite atuibiM à D «st 
0,16^9078^* 

En supposant que Ton prenne pour a le rayon moyen de 
l'anneau total > 0^1 a sensiblement 

a 

et la limite supérieure de la densité de Saturne est i,3. 
La reIatW»n 

montre que chaque anneau partiel se meut autour de la 
planète comme un satellite placé à la même distance. 

Il suit de là que la période de ce mouvement doit être 
de oJ,44 pour Tannean intérieur, ce qui est conforme à 
Tobservation. 

113. Instabilité de l^ équilibre d'un anneau régidier et 
irrégularité nécessaire pour la stabilité de Véquilibre^ — 
Nous avons supposé à Panneau de Saturne une forme ré- 
gulière; mais, pour la stabilité de T^uilibre, il est néces- 
saire que. la distribution des masses constituantes ne pré- 
sente pas complètement ce caractère, soit que la section 
soit variable., soit que ,âoa axe curviligne soit a double 
courbure, soit enfin qu'il ne soit pas homogène dans toutes 
ses parties. Ces inégalités de forme, quoique très^faibles, 
sont indiquées par les apparitions et les disparitions de 
Tanneau, dans Içsquelléis les deux anses présentent des phé- 
n^mèned ditTérenls. S^te oes inégalités^ Tanneau sous Tin- 



fldenGc du plus faible déplacement dû à la cause la plu« 
légère, telle que l^attractiou d'une comète ou d^uu satellite, 
finirait par se précipiter sur la surface de Saturne. 

Supposons, en efij^l, que le cenire de Saturne soit en O 
(fig* lo), le centre de Tanneau déplacé étant en C, et con- 
sidérons Tune descrrconférences matérielles dans lesquelles 
cet anneau peut se décomposer; soit ab la corde perpendi- 
culaire en O au rayon OC, déterminant les deux segments 
inégaux adb^ àJth^ le premier étant plus petit que l'autre. 
L'attraction de Saturne ou de G sur deux éléments w/i, 
ni ni des deux segments, déterminés par deux cordes infi- 
niment voisines passant par O, sera plus grande pour le 
premier que pour le second; d'où résulte que raitraction 
de la planète sur le segment adh sera plus forte que sur Je 
segment aà'h^ ou que l'attraction totale sur la circonfé- 
rence sera dirigée de O vers C, et tendra à éloigner le 
sec^md de ces centres du premier. Le centre de l'anneau, 
supposé régulier oti composé d'un certain nombre de cir- 
conrférences identiques à la précédente, finirait donc par 
s'éloignef de plus ep plus de celui dé la planète, et l'an- 
neau arriverait à se joindre à Saturne* 

Les diveris anneaux qui entourent le globe de Saturne 
sont par conséquent des solides irréguliers d'une largeur 
inégale dans les diflfércnts points de leurs circonférences, de 
telle sorte que leurs centres de gra\îlé ne coïncident pas 
avec leur centre de figure. Ces centres de gravité peuvent 
être considérés comme autant de satellites qui se meuvent 
autour du centre de Saturne, à des distances dépendantes 
de l'inégalité des parties de chaque anneau, avec des vitesses 
de rotation égales à celles de leurs anneaux respectifs. 
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CHAPITRE V. 

DE LA FORME DE LA TERRE DEDUITE DES MESURES 
GÉODÉSIQUES. 



114. Dans le chapitre précédent, nous avons reconnu 
que la Terre doit aiTecler la forme d'un ellipsoïde de révo- 
lution, en partant de cette hypothèse qu'elle a été primiti- 
vement fluide, et que le refroidissement n'a pas dû modi- 
fier sensiblement la forqie de sa surface libre. 

Cette induction théorique s'accorde-t-ellc! avec les résul- 
tats de l'observation? C'est ce que les mesures géodésiques 
seules peuvent décider. Or on sait que les opérations de 
cette nature ont pour objet de déterminer la forme et la 
longueur des arcs d'une classe de courbes appelées lignes 
géodésiqueSy définies par cette propriété : que chacune 
d'elles est le plus court chemin de Tun de ses points à un 
autre, sur la surface sur laquelle elle est tracée. On est 
donc conduit, en premier lieu, à déterminer la relation 
qui existe entre la forme d'une surface et ses ligues géode- 
siques. 

Les lignes géodésiques jouissent de deux propriétés im- 
portantes, que nous allons d'abord rappeler : 

1^ Le plan osculateur d'aune ligne géodésique tracée 
sur une surface est normal à cette surfait. 

Considérons, en effet, deux points infiniment voisins 
d'une ligne géodésique, entre lesquels elle déterminé le 
plus court chemin -, l'élément d'arc qui joint les deux points 
peut être regardé comme apparlepant également au cercle 
osculateur de la courbe. Or, de plusieurs arcs de cercle 
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qui passent par deux points, le plus court est ceFuî dont l'è 
rayon est lé plus grand, et comme, d'après le théorème de 
Meusnier, pour une section plane faite dans une surface 
suivant une tangente quelconque, le rayon de courbure le 
plus grand est celui qui correspond à la section normale, 
le théorème énoneé devient évident (*). 

2° Si un point mobile est assujetti à se moux^oir sur une 
surface, sans être sollicité par aucune foixe extérieure, 
il décrit une ligne géodésique. 

Car Taccélération du mobile est normale à la surface de 
même que la réaction de cette surface à laquelle elle est due, 
et, comme elle est comprise dans le plan osculateur de la 
trajectoire^ le principe énoncé se trouve démontré. On voit 
aussi que la vitesse est constante, puisque Faecélération 
tangentielle est constamùient nulle. 

La recherche des lignes géodésiques surnne surface pré- 
sente de grandes difficultés dHntégration, que Ton n'a pu 
surmonter que dans quelques cas particuliers, et l'on n'a 
résolu le problème pour les surfaces du second degré qu'en 
employant les coordonnées curvilignes ('^^). , 

Nous nous bornerons à étudier dans ce qui suit le seul 

(*) Sur une snrfoed développaMe, la ligne (^dési^ue doit devenir une 
droite après le développement de la surface sur un plan, ce qui exi^e que 
le prolongement d'un élément de la courbe et Télément suivant fassent les 
mêmes angles avec ta génératrice intermédiaire; d'où Ton déduit directe- 
ment que le plan osculateur est normal à la surface^ 

Si Ton mène des plans tangents aux diffêreB.U points d'une ligne géode- 
sique tracée sur une surface quelconque, on obtient une surface dévelop- 
pable relativement k laquelle celte liijiie est également géodésique; car au- 
trement on pourrait tracer une ligne plus courte sur la surface développable 
dans la zone élémentaire commune aux deux surfaces, ce q,ui est contraire à 
l'hypothèse admise. On voit ainsi d'une autre manière que le plan oscula- 
teur d'une ligne géodésique est normal à la surface, et Ton démonire en 
même temps cet autre théorème : 

Deux tangentes consécutives à une ligne géodésique Jbnt les mûmes angfesavec 
lu tangente conjuguée intermédiaire, 

.{**) Voir les travaux de MM. Gauss, Jacobi, Joacbimsibal, Uouville» 
Chasles, Miehael Roberls. 
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pa& réellement utile dans la géodésie proprement dite^ éla- 
.dié par Laplare^ et auquel nous cooduira d'ulie manière 
très-simple la théorie des mouvements relatifs^ 

1184 Lignes géodésiques sur un sphéroïde très-peu 
différent d^une sphère. — * Pour déterminer une ligne 
géodésique sur une surface^ il suffit de se donner Tua de 
ses points À (fig* 1 1) et la direction de la tangente en ce 
point. 

Soient : 

O le centre du sphéroïde \ 

xOjr le plan mené par ce point et la tangente en A à 

la ligne, géodésique , l'axe Ox se confondant en di** 

rection avec OA; 
Oy la perpendiculaire en O à Ox dans le plan ci<lesstts } 
Oif la perpendiculaire au même point H ce plan; 
. B un point quelconque de la ligaie géodésique^ 
^ sa projection sur le plan xOj^; 
c le point de rencontre de Oi avec le cercle décrit da 

point O comme centre avec le rayon OA datis le 

plan xOy] 
OA = û; 
r:=:OB^=sa (i + u), u étant une petite fraction dont 

on négligera lès puissances supérieures à la première; 
a l'angle AO&5 
d TangleBOA; 

Bm la perpendiculaire en B à BO dans le plan 60^ ; 
Bp la perpendiculaire au plan BO^ menée par le même 

point; 
R, M, P les composantes suivant OB, Bm, Bp de Tac- 

célération du point mobile B qui est censé décrire 

librement la courbe AB, sans être soumis à l'action 

d'une force extérieure. 

Si le sphéroïde devenait une sphère^ ou si n était nul 9 



la courbe géodésiqi^ecomciderail avec le cercle A c; Taogl^ 
BO^= S est donc de Tordre u,. et Ton en négligera le 
carre et le produit par u. On y oïl wssî que l'on peut ccmi- 
sidérer OB comme égal à Ob, Bb comme un arc de cercle 
de centre O, et supposer bd î±= au. 

Supposons que u soit déreloppë en sérîe ordonnée sul* 
Tant les puissances ascendsintes de d, et soit 

Dans le cas actuel, Te premier terme, le second, le troi- 
sième, etc., seront du premier oidre, da second, du troi- 
sième, etc., et, si Ton emploie des parenthèses pour dis- 
tinguer les dérivées partielles relatives à la si^rfaçe dcf 
dérivées qui se rapportent à la ligne géodésique, on a, aux 
termes du secopd ordre près^ 



dm 
da 



(du\ dUo /^«*\ 

"■ [doLj "*" \d$) dOL ~ [doL^ 



et les trois valeurs sont indépendantes dé â. 

L'arc élémentaire ds^ décrit par le point B, estégal^ aux 
termes du second or4re près, h ali-^i^) flot\ d'où 



(0 



( dsc:ia{i^a)daf 



ds 



et^ comme la vitesse ~ du point B çst constante, qu'elle 
peut être choisie arbitrairement et supposée égaie i <!,. ii 



vient 



. . doL 
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/ \ dix ' 

Le point B décrit dans le plan mobilç hOz une courbe Bc-^ 
en vertu d'une accélération dont nous allons d'abord cher- 
cher les composantes. A cet efl!^ nous remarquerons que 
ce mouvement peut être considéré comme résultant d'un 
mouvement relatif suivant le rayon OB, qui tourné lui- 
même autour du point O ; on a donc Taccélération relative* 

-7-7 = flf -—- 9 suivant OB , 
dO di* 

l'accélération d'entraînement tangentielle 

d'S . d*9 . 
fl (i H- a) --pj = « -rj» suivant B/w, 

et ce sont les deux seules accélérations dont on ait à 
tenir compte, attendu que Faccélération centrifuge com- 

posée ^ "^^ * 27 ^^ Faccélération normale d'entraînement 
r ( — I sont du second ordre et négligeables (*). Connais- 
sant ainsi les composantes de raccélération du point B dans 
son mouvement relatif dans le plan zOb^ cherchons à dé- 
terminer celles de l'accélération absolue. 

La vitesse relative du poin| B en projection sur le 
plan xOy étant égale à 

dr ^ du 
--cosa= «-r> 
dt Ut 

aux termes du second ordre près, on. a, pour Taccélération 
cei^trifoge composée^ prise en sens contraire, due à. la rota*> 



( *) Voir, pour tout ce qui concerne la théorie du mouvement relatif, mon 
Traité de Cinématique pure. 
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tion du plan zOb autour de O^ : 

tl(x du 
za-rr ^T^ suivant Bi?. 
dt dt ^ 

La composante tangentîelle d'entraînement est 

rcoso -7T = « (i H- .a ) -7- > suivant Bw. 
c/r' ^ ' dt^ [ 

L'accélération normale d'entraînement — r-r-- cos5, di- 

air 
rigée suivant là perpendiculaire IB &'02:,donne les com- 
posantes 

— flf (i -f- a) ---> suivant OB, 
dt^ 

da* dat} 

/i (i -+-«>— -sîn^ = a-7— •^, suivantB/7?. 
^ ^ dt* dt^ ' 

, On a donc, en récapitulant, 

da du ^ , . ,flf*a ^ 



OU, en remplaçant t par a dans les termes du premier 

da 
dt 

dt 



ordre, en vehtu de l'équation (2), — par sa valeur fournie 
parla même équation, — par celle qui s'en déduit, 



(3) 



dUt 

da\ 


-(l- 


u) = 


R 

' — » 
a 


du 

lu' 








d'3 
da} 


4-^ = 


M 
a 





La résultante de R, P, M étant normale à sa surface, on 
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a, d'après le principe du iravail virtuel , 

Rcir-H Mr/J 4- Vrco$9da := o, 
pu 

B^tf + Hflf J + P (i -H 4t) </« =;5 o; 

d*ou, en ayant. égard à la première des équations (3) et en 
vertu de Tapproximation adoptée, 



(4) 






^La seconde des équations (3) devient t" = (3" ) ®^ ^^i:- 

prime une identité, d'après ce que Ton a vu plus haut* .La 
troisième donne 

//rv d*9 ^ /du\ 

dont Tiutégrale est (^)i par suite detconditions $ =^ o, ^== o 



(*) Posant 

^=zXCOtO(, 

d'où 

dâ dx 

-r- = •<- X 8in a -*- C08 a -r- f 

act a0( 

J«<y dx d*x 

T— r = — *COBa — 3ftiDa -r^-HCOfta -r-;» 
oa* an aa* 

réqnatîon (5) devient 

d^x dx l_(^\ 

dx 
et comme x = o, -r- = o pour x ss o> il Tient 

-î=— cosV / — ^(t;V«> *=^ 1 co%*udct l — V-(j?)<'«» 
i^« J^ cofi*a.\diJ J^ J^ co%*«\di] 

d'où rintéciale du texte qui ne se trouve pas dans la Mécanique célesu de 
^Xiaplace. 



I 
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pour aaso, 

(6) * = - cos^jf *cos»«^« jf "^ (^) da. 

Soit p le rayon de courbure au point B de la trajectoire; 
raccélération en ce point est 

- = JR»4-M»-hP» Ott ^ = — R, 

, P P 

en continuant à négliger les ternies du second ordre. On 
tire de là, en ayant égard a la première des équations (3), 

(7) t^,^„^^^. 

I On reconnaîtra facilement qne Tangle de la tangente an 

point B de la courbe avec le planj^Ox est égal à — • 

Soit <p l'angle, formé par la normale à la surface au 
point B avec Ox; la projection de Taccélération totale 
sur Ox éunl |l oosa — P singe, il vient 

Rcosa— Psina Rcosa — Psina /dtt\ . 

cw^ = = = = cosa — (-j-)sina, 

d'où 

(8) . {et 

en substituant k ^la variable a, dans (^ ] » ce qui est per- 
mis aux termes près du second ordre. 

Appelons Y l'angle que fait avec j^Ox, le plan parallèle 
à la normale au point B de la surface, mené par la droite 
Ôx. La trace de ce plan sur yOz sera la projeclion sur 
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ce dernier de raccélërâtion totale supposée transportée 
parallèlement k elle-même au point O. Or les composantes 
de cette accélération sont 

Rsina + Pcosa» suivant 0/*; 
K sin ^ + M ces S 9 suivant O z ; 
il vient donc 

/ „ „ R^ + M â I /du\ 

\ tang V ou V = ^ . . = -; :— ( —r ) 

, . ] Rsma-f-PcoSa sma sma \d6 } 

^^M ^J_ X_}da\ 

\ sin>|* sin^» \^^/ 

Désignons par zj l'angle formé par la tangente en B avec 
le plan ci-dessus passant par Ox et la parallèlcTen O à la 
normale au même point de la surface, et soit k le point où 
le plan coupe Bi-, bkesl égal à Tangle Y, multiplié par la 
distance du point b à Ox^ ou par a sina. On a donc 

B^ = ri(Vsin.a — 5). 

Pour un point infiniment voisin de B, le plan A Ox étant 
supposé fixe ou Y constant, Bk varie de 

d.Bk = a {\co$adx — dâ)'y 

il vient donc, en remarquant que Tangle kOx peut être 
considéré comme égal à a, 

d,hk ^^ d9 ^ , d9 

(lOj Cl= 7— =:VcOSa --=VC0S* -77- 

^ ' adoL doL ^ dif 

Si u est développable en série convergente ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de a, pour des valeurs 
de cette variable inférieures à une certaine limite, on a, 
*en afiectant de Tindice i les dérivées partielles qui se rap^ 
portent au point A, 



\rfa/, l.2\</a/, 



«••+-. 
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Cl d- après la seconde des formules (i), 

On voit de cette manière que si a est. assez petit pour 
que Ton puisse en négliger le produit par des termes de 
l'ordre u, on a 

(12) s=iaA, 

Considérons sur la ligne géodésique un point A; infini- 
ment voisin de A ^ les tangentes en A, Ai aux sections dé- 
terminées dans la surface par \e$. plans zOA, zOAi seront 

respectivement avec OA et OAf les angles 90^ r^ ( w^ ) * 
go®'— (r^J — [-T-yi] <3Îa, et l'angle formé par ces tan- 
gentes sera — ( -^ J da. Celte dernière expression sera 

en même temps, en grandeur et en signe, aux termes du 
second ordre près, l'angle d'inflexion de la suif ace (*) 
correspondant h la direction AA|, c'est-à-dire l'angle formé 
par les tangentes à la surface en A, Ai comprises respecti- 
' vement dans le plan normal à la tangente a la courbe en A, 
et dans le plan parallèle mené par le point A^ pour ce qui 
est relatif au signe, il suffit d'observer que cet angle doit 
être considéré comme positif ou négatif, selon que la tan-* 
gente en Ai est située au-dessous ou au-dessus du plan 
tangent par rapport à la convexité de la surface. On a 
donc, en désignant par D le rayon d'inflexion, 

^^^ D"*" \dadB),ds'' \da.dà),a 

116. application à la géodésie. — Les formules précé- 
dentes deviendront immédiatement applicables à la Terre, 

(*) y<fr^e mon TrailJ de Cinémaljque pure, p. 244*. 
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en les transformant <ionvenàblcmenl en coordonnées géo-* 
désiques. Nous nous bornerons à exaioiner les deux cas 
particuliers développés dans le second Yolume de la Méca^ 
nique céleste de Laplace. 

Nous rappellerons que le zénith en un point de la sur- 
face du sphéroïde terrestre est rintersection, de la voûte 
céleste avec la normale en ce point de la surface. Le méri^ 
fiien céleste au même point est le plan déterminé par Taxie 
de la Terre et le zénith» ou encore le plan qui, passant 
par la première de ces droites, est parallèle à la normale 
au point considéré de la surface. 

La latitude en un point de la Terre est le complément 
de Tangle formé par la normale avec Taxe terrestre; on 
donne à ce dernier angle le nom de colatitude. 
• La longitude d'un lieu est l'angle compris sous le mé* 
ridien céleste correspondant et un méridien céleste fixe 
dans Tespace. 

La longitude et la latitude ou la colalitude sorties opor- 
données employées en géodésie, par le motif qu^elIes sont 
celles qui se prêtent le mieux aux observations* 

i^' Cas. -^Xa tangente {ui point de départ d'une ligne 
géodésique est paftillèle gu méridien céleste oorrespon^ 
dant,--^ Soient {Jig, la) QQTîntersection du grand cercle 
QAQ^ comprenant la tangente AT au point de départ A de 
la ligne géodésique, avec le^néridien QA!Q! correspondant 
Â ce point, dont le plan contiendrait la courbe si le sphé- 
roïde était de révolution ; PF Taxe de la Terre 5 i, b\ A' le^ 
projections respectives de B sur le plan QAQ', de ce mèmç 
point et de A sur le mériden ; ^^^ l'angle AOA'; â' Tangle 
compris sous les rayons qui joignent les points B et b' a(i\ 
centre Ô; a' l'angle POi'-, a, d continueront à représenter 
Tangle AOB et Faugle au centre correspondant à B&. 

L'angle compris sous les plans des grands cercles QAQ^f 
QA'Q' étant de l'ordre de le, l'un de ces grands cercles peut 
être considéré comme la projeciion de l'autre sur son plan. 



DB HÊCiNlQtJS CÉLESTE. 255 

Les formules (8), (9), (10) supposant seulement que la 
courbe sVloîgne peu du plan ^O a: de Isijig, 11, peuvent 
recevoir leuf application relatiretnent aii plan QA^Q' et à 
la droite AP prise (Tour axe des 3:5 ilr suffira d'y remplacer 
çf. par a' et ^ par d'; ^ devient alors la colatitude du point B^ 
y l'ai^Ie compris sous les méridiens correspondants aux 
poiuts A et B ou la difierence de longitude de ces deux 
points, et a Tangle formé par la tangente en B à là ligne 
géodésique avec le méridien correspondant». 

Les formules (8) donnent, en remarquant que.a' — a est 
Tugle Qonsunl POA^ 



(8') 


dm , dm 

du 

'df 


La formule (9) devient 




(9') • ^=4 


sin^\di'J 



Les arcs hV =1 a[9 — î) et AA' étant proportionnels à 
leurs distances à QQ^, on aura 

(a) ^— ^=1^, siii(90°-ha) = ^, cosa, 

et Ton pourra prendre ( ;t|) = (^^/* 

En afleotaut de riadiee i les dérivées partielles qui se 
rapportent au {^oiut A de la sar£ace, la condition Vsiso 
relative ace point donne 

et par suite 

(9") Vsin4.=_(^«y+(^)_cos«+?. 
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La formule (lo) dévient 

tio') t!r=:VcOS4> -- = VC0S4' TT* 

Supposons que la diflférence de latitude des points A, B, 
égale à — a, aux termes du second ordre prèô, soît assez 
faible pour que Ton puisse en négliger le carré, lequa* 
lion (a) donne 

dà' dà . ^ dB ' 
-7^ = -r- — ama©, = -r- — aa, . 
act doL da, 

D'après la formule de Taylor limitée aux termes du J^e- 

mier ordre, et en remarquant que ( 5- ) == pour le point A , 

et que Téqualion (5) donne ( ■— ) = ( 3* ] ' ^^'^ * 

Les formules (9) et (10), eu égard à la valeur (|3) de d',, 
donnent donc enfip 

/ Vc0s4> =0 

(i4) ^ ou, aux termes du second degré près, 

( Vcos^,=:t3, 

f^i étant la colatîtude du point A. 

On voit ainsi que par l'observation seule, et indépen- 
damment de. la connaissance de la figure de la Terre, on 
peut déterminer la longitude des extrémités de l'arc me- 
suré; et si la. valeur trouvée pour l'angle u est telle, qu'on 
ne puisse pas Tattribuer aux erreurs dVbservation, on sera 
certain que la Terre n'est pas uii sphéroïde*de révolution. 

L'équation (9'^) donne, en remarquant que d est du 
second ordre en a, 

(^■' ""*=-(â),"=-(;^)/. 
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et Ton a encore les relations suivantes, en ayant égard aux 
formules (i3) et (i4) *• 



iar = — acoti};, == g COtr};, 



L'observation de ^i, o, 5 permettra donc de déterminer — < 

La longueur de l'arc A6 sera donnée par la seconde des 
formules (i), dans laquelle il faudra exprimer a en fonc- 
tion des latitudes des deux extrémités de Tare. Or a est la 
diflérence des valeurs de a' correspondant aux deux points A 
et B; il vient donc, d'après la seconde formule (8'), 

ou 

Le rayon de courbure de la ligne géodésique au point A 
étant, d'après la formule (7),. 



il vient 



'-['-(m 






et les mesures géodésiques donneront par cela même - • 

a* Cas. — La tangente au point de départ est normale 
au méridien correspondant, — Soient (^fig- i3) : 
ZPP' Taxe de la Terres 

PKP' le méridien céleste du point de départ A de la ligne 
géodésique, lequel est perpendiculaire au plan mené 
suivant la tangente AT en A et le point O; 
OKx' rinlersection de ces deux plans-, 
y Tangle AOK qui est de l'ordre de /i; 

ï-7 
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X Tangle POK qui ne diflerede la colaiiiude ^^i du point A 
que d'une quantité du même ordre ; 

OX, Oz' les perpendiculaires à OZ et Ox'dans le plan 
du méridien; 

OY la perpendiculaire en O à ce dernier. 

Comme au numéro précédent, dont nous conserverons 
les autres notations, nous supposerons TaxeÛa: dirigé sui- 
vant OA5 O^ sera la perpendiculaire à Oxdans le plan AOT 
auquel Oz sera lui-même normal. L'accélération^ supposée 
transportée parallèlement à elle au point O, a pour com- 
posantes, en se rappelant que P et M sont du premier ordre, 

Rcos(cx-f-7) — Psîn(aH-7) 

= R(cosa — 7Sina) — Psina suivant Ox', 

[a) \ Rsin(a-+-7) + Pcos(a-h7} 

= R(sina -f- 7COSa)-f-Pcosa = Y. . . . suivant OY, 

R^4-M suivant Os', 

et, par suite, 

/ [Rcos(a H- 7) — Psîn (a -H 7)] 

\ X sm\ — (R^ -h M) c<J8> = X suivant OX, 

^ ^ 1 [Rcos(a-i-7) — Psin((5c-h7)] 

( Xcos5l + (R5 4-M)sin5l=Z suivant OZ. 

Si Ton remarque que Taccéléralion totale est égale à R 

aux termes du second ordre près, que dans des termes du 

premier ordre on peut remplacer i par «pj, il vient, en se 

reportant aux équations (4) ) pour la colatitude ^ d^un 

point quelconque B de la courbe, 

Z " . ( dtt\ . 

cosç = ■— = cosa cos A — [7 — — J sma cos\{;, 

+ 8inacos,I,.(^)+[<î-(^)]sin4,.. 
d'où, pour a = o, 5 = o, 



ei 
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05, "> = *.-(£),' . 

et enfin 

cos4'=:cosacos^p| — sioacos^^i (7 —] 

Supposons que Parc A6 soit assez petit pour que Ton 
puisse en négliger le cube dans les termes indcpendants de 
u, et le carré dans ceux qui dépendent de celte quantité: il 
vient, en remarquant que costji— cosïf'iS= — sîn^,{^ — (fij), 

+ _^.= l'co.4.. + aj[7 - (S)]colf- (â)J' 

expression dans laquelle il faudra remplacer y par sa valeur 
en fonction des coordonnées du point A, et que nous trou- 
verons plus loin. 

En continuant à appeler V Tangle formé par le méridien 
du point B avec celui PKP' du point A, on a 

Y R(sina-h 7Cosa)-4-Pcosa 

lancV=^ — = • — ^^ 

° X R(co>a — 7sina)8m>---Psin«-^(R^4-M)cos> 

sina H- 7C0Sa — \~r ) cosa 

"^ ~ 7 du\ . , ; /T 7ïa\ 7 

cosfcsmA — (7 — ^ J sm^pisma — ( tf — — jcos>|», 

Comme pour a = o, on a V = o, il vient 

. , , '=(£).' 

et, par suite, 

a» / d'u \ 

(.6) 4,_,^,.= _cotJ„-«(^^^-^j. 

Si l'on reinarque que l- — jz\ a la môme valeur dans le 
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cas actuel que dans le pirécédent, puisque pour passer de 
l'un a l'autre, aux environs du point A, il suffit de per- 
muter les variables a et <J l'une dans l'autre, la formule {9'') 
permet de transformer Tëquation (16) dans la suivante 

a? 
(»6') ■»!'—>}/,= — cet i};,-f-l!JCOt>}/,. 

L'angle a étant détermine par la relation a = ^, et l'ob- 

servation donnant <J/, ^^^ on voit que l'on a un autre moyen 
de déterminer Tangle xs. 

Si, pour l'angle V, on adopte le même mode d'approxi- 
mation que pour Tangle tp — (j/,, on trouve 

tangV ou V = i= X'^'^'J^A 



sinf-co,4,.(^) 



ou 

expression à laquelle on pourra ajouter pour plus d'exacti- 
tude le terme en a*, "~"ô - T' > relatif à l'hypothèse de 

la Terre spbérique. 

Proposons -nous maintenant de déterminer l'angle II que 
forme la tangente en B avec le méridien correspondant. 
Supposons pour cela que dans les formules (ri) et (&) éta- 
blies plus haut, R, M, P, X, Y, Z représentent non plus 
des composantes de l'accélération, mais celles de la vitesse. 
On a 

_ du du ^ , .doL 

d$ d$ , 

dt d'x 
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I et l'on voil facilement que 

Le sinus de V étant du premier ordre en a, il suffit de 
calculer Y en conservant les termes de cet ordre en a et 1/5 
ou peut d^ailleurs négliger M qui, pour le point A, est du 
second ordre. On a ainsi, Ui étant la valeur de u pour le 
point A, 

Z = — «(i+i/,)acos>=: — «al cosi|>,— ( — j sîii'»|>, j(l4-tt.), 
X= Z tangX = — ûa sin^J;, — ( 3" ) cos^i j (t -»" «1 )> 

I et, en substituant, 

(.8) n=-cot4..[, + (^)_^-(^)cot4..]. 

Des équations (17) et (j8) ou tire, pa( Télimination de 

(S).' 



mr 



a — — (V — ntangtp,) — I— — — 2-i 
s 2 



sin^l^i 

et les mesures géodésiques feront ainsi connaître le rayoii 
de courbure p'' en A donné par 



. h'him- 



Soit (f Tangle formé avec le plan méridien par une section 
quelconque normale à la surface passant par le point A, p le 
rayon de courbure correspondant; on aura, d'après la 
théorie de la courbure des surfaces, 

ft a , « . , 2« . 

p p p u 
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formule au moyen de laquelle on déterminera rorîenlation 
des deux sections principales de la surface. 

Nous nous bornerons h exposer ces recherches théoriques; 
pour Tapplication que Ton peut faire de ces formules aux 
résultats des mesures géodésiques, nous renverrons aux 
oeuvres mêmes de Laplace, où sont discutées la majeure 
partie des mesures exécutées ju3qu'à présent. Qu'il nous 
suffise de dire que ces mesures n*ont pas accusé de diffé- 
rences sensibles entre la forme de la Terre et l'ellipsoïde dc- 
révolution, ou que l'observation n'a pas donné de valeurs 
appréciables pour les angles que nous avons appelés Y, C7> tt. 

En considérant un ellipsoïde de révolution peu aplati on 
est conduit pour la longueur de Parc du méridien, le rayon 
de courbure, etc.,. à des expressions dont la recherche est 
trop simple pour trouver place ici. 
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CHAPITRE VI. 

DB LA FIGURE DES MASSES GAZEUSES. QUI 
ENVIRONNENT LES CORPS CÉLESTES. 



§ I. — Des atmosphères des corps célestes. 

117. L'atmosphère d^un corps cëleste est une masse ga- 
xeose qui l^environae et qui s'appuie sur sa surface en rai- 
son de ratiraciion qu'il exerce sur les différents éléments 
de cette masse. 

Les couches atmosphériques participent au mouvement 
de rotation de Fastre qu'elles recouvrent , en vertu des 
frottements qu'elles exercent les unes contre les autres, et 
contre la surface du corps, et qui, dèa Torigine, ont dû re- 
tarder les mouvements les plifs rapides et accélérer les plus 
lents, jusqu'à ce qu il y ait eu entre eux une parfaite égalité. 

La faible densité d*une atmosphère permet de négliger 
Tattraction mutuelle de ses propres molécules, et l'on peut 
de même faire abstraction de Texcentricité du sphéroïde 
qu'elle recouvre, et auquel nous supposerons par consé- 
quent la forme sphérique. 

Il est clair qu'une atmosphère affecterait une forme per- 
manente, si ses différentes particules n'étaient sollicitées 
que par la force centrifuge et l'attraction du sphéroïde. Mais 
cette hypothèse^ la seule étudiée par Laplace, n'est guère 
admissible que pour l'atmosphère solaire; c'est pourquoi 
nous envisagerons, avec' M. E. Roche à qui est due toute 
la substance de ce chapitre (^), la question à un point de 

(*) Annales de l'Observatoire, t. V. — Mémoires de T Académie des Sciences 
de Montpellier^ t. Il et IV. — fiouvelles recherches sur la figure des atmosphères 
des corps célestes, i66?. 
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vue plus général, en supposant la masse attirée par un 
astre q^ui en est fort éloigné, et dont le centre est situé dans 
le plan de Féquateur du spbéi^oïde. En dehors des cas par- 
ticuliers où l'attraction extérieure est négligeable, et où le 
mouvement du centre de gravité de Tastre extérieur se ré- 
duit à une rotation identique à celle du sphérpïde autour 
de son axe, cas pour lesquels l'atmosphère aura une forme 
permanente, la figure de la masâe fluide subira des variations 
dues à Faction variable de l'astre extérieur et périodique 
avec elle; mais alors nous nous proposerons de déterminer 
la figure d'équilibre de l'atmosphère qui conviendrait à 
chaque position du même astre. En supposant la rotation 
nulle,on se trouvera dans les conditions d'une comète ayant 
un simple mouvement de translation autour du Soleil. 

118. Équation générale des surfaces de niv^eau. — 
Soient [fig- i4) • 

M la masse du sphéroïde; 

n sa vitesse angulaire de rotation; 

O son centre de gravité ; 

r la distance à ce centre d'une molécule m de son atmo- 
sphère ; 

6 l'angle formé par r avec l'axe de rotation O2 ; 

M' la masse de l'astre extérieur dootle centre de gravité, 
que nous désignerons par la même lettre, est situé sur 
une perpendiculaire OxkOz\ 

a la distance OM'; 

Oj la perpendiculaire en O au plan zOx\ 

^ l'angle formé avec Ox par la projection On de Om sur 
le plan ^Ox; 

X, jr, z les coordonnées du point m. 

La partie du potentiel, due à l'attraction du sphéroïde et 
à la force centrifuge, est 

. ' M A/V 

-H 

r 2 
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L'accélération imprimée par M' au centre de gravité de M 

M' 
est — ; si Ton veut apprécier les phénomènes <jui se passent 

à la surface du sphéroïde, il faut concevoir qu^>n lui im- 
prime, ainsi qu'à soiv atmosphère, une accélération transla- 

toîre égale et contraire à -;9 de manière à ramener le pointO 

au repos. Il suit de là que le point matériel m doit être con* 

M' M' 
sidéré comme possédant les deux accélérations r» , » 

dirigées respectivement suivant Ox et mM', et par consé- 
quent la partie du potentiel résultant de l'attraction de M'est 

m^' «' ' 
Cela posé, désignons par S l'angle mOx^ on a 
x:=rcos^, 
et, en supposant - assez p^tit pour que l'on puisse en négli- 
ger les puissances supérieures à la seconde, 

I --!- 

-=r = (r*4-«'— 2flr cosJ) ' ' 

mW 

I f rcosrj /» ,^ ,. .1 
= -\ iH 1 -(3cos'^— i}h 

et, par suite, 

M' M'x M' MV^, 

On obtiendra l'équation générale des surfaces de niveau 
en faisant la somme des deux parties du potentiel que nous 
venons de trouver, et égalant le résultat obtenu à une 
constante, arbitraire C, ce qui donne, en remarquant que 
ç.osS= sindcos^, 

M' . M'r%_ . ^ . . M /iVsin^ô ,, 
— .-{ r (3sm'0cos*+ — 1) -+. _- -I ==c. 
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Soient : 

T la durëe de la révolution de M' autour du point O : 
t la durée d'une révolution de M autour de Oz. 

On a 

27r 



"» 



et, d'après la troisième loi de Kepler, 

et, en posant 

(0 P=iii7^ 7 = 77> 

il vient 

(a) „>=,^___j, 

et, pour Téquation des surfaces de niveau, 

(3) ^(3-sîn'8cos'^.-i)+'^-i-v(i + f)^^ = C. 

Cette équation, exprimée en coordonnées rectangulaires, ou 

montre, conformément à ce que Ton devait prévoir, que 
les surfaces de niveau sont symétriques par rapport aux 
plans coordonnés, qu'elles ne deviennent de révolution 
autour de Oz que si M' n'existe pas ou que jx = oo , et au- 
tour de Ox que lorsqu'il n y a pas de rotation. 

H 9. De, la siuface libre de V atmosphère. — L'atmo- 
sphère d'un corps céleste ne peut s*étèndre indéfiniment, 
et doit être limitée par la surface au delà de laquelle les 
molécules cessent de peser sur le sphéroïde. L'équation 
de cette surface s'obtiendra en égalant à zéro la composante 
suivant r dé la résultante des forces qui sollicitent une 



DE MÉCANIQUE CÉLESTE. 267 

iiV 

molécule, cxu la dérivée -^ du potcniîel V, ou du premier 

membre de Téquation (3); on trouve ainsi 

(5) ~(3sm'0co$'+^i) — J^7{H.p)— p. = o, , 

et Ton doit avoir pour tout point intérieur à cette surface, 
ou appartenant réellement à Tatmosphère, — - <[ o ou 

(6) l{3siii»eco»'|-0-^-H7(i4-(.)^<o. 

On s'assurera facilement q^ue la surface limite estsymé* 
trique par rapport aux plans coordonnés, et qu'elle est de 
révolution dans les mêmes conditions que les surfaces de 
niveau* 

En égalant à.zéro les dérivées partielles ^» -r— » pour 

obtenir les directions pour lesquelles r est un minimum, 
on trouve que ces directions sont celles des trois axes coor- 
donnés; les valeurs correspondantes de r sont données par 

-^ — ^ . . suivant Ox, 



2 -f- 7 (t •+•!/) 



r'» sr ■ ^ . ^ suivant Or, 

/-"*== — jxtf^ suivant Os. 



Ainsi la surface ne coupe pas Taxe 0«, ni Taxe Oj si 
y (i + fx) >. I, et dans tous les cas le rayon minimum est 
dirigé suivant Oz. 

II faut remarquer que, pour que •- soit toujours une petite 

fraction, il faut qu'il en soit de même de -r = r^. — v 

^ . ^ a-*-7(n-fA) 

condition qui sera toujours remplie dans les applications 
que nous ferons des formules précédentes, soit parce quefi 
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est très-petit pour les comètes, soit parce que y est très- 
grand quand il s^agit du Soleil. 

120. Discussion des surfaces (le niveau intérieures à 
la surface limite r. L*équation (3) donne 

dr 3<^-os^t|^4-7 (t -1- f^) 

r . ] -4 -(3sin^eeos';p — i) — 7(H-f*) -- 

(7) \ r* fl^ ^ ^ / / \ ^* a^ 

r* . 
X -r sinôcosO^O, 
a* 

et comme le dénominateur est positif, d'après la condî- 

lion (6), — est positif. Ainsi le rayon vecteur augmente 

avec 6, quel que soit ^ ou Tazimut, en allant de Téqua- 
leur au pôle. L'axe des pôles est par suite le plus petît des 
trois axes. 

Si ^ augmente de à -9 Q restant constant, le dénomi* 
nateur de ^ diminue et son numérateur augmente, par 

suite — diminue; d'où il suit que l'axe dirigé ver$ le corps 

troublant est le plus grand. 

Tous les rayons étant finis, la surface est fermée, et, 
comme chacun d'eux est inférieur au rayon minimum de la 
surface limite, on a 

(8) r<^—=Ûf=== ou îiJ>2+7(,4-f.). 

L'équation (3) peut se mettre sous la formé 

[3cos+-f-7(i4-fx)]sin^0-^i , ^. 

et ne donne, pour chaque valeur de C, qu'une seule valeur 
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positive de r, si ]a condition (6) eât remplie ou si 



'^< 



''V[375? 



+ 4-7(1 -l-fA)]sin2ô— i' 



en d^autres termes, Vatmosphère ri^a qu' une seule figure 
possible d^équilibre. Car si l'équation ci-dessus avait deux 
racines positives a, (3, la troisième étant — (a -H (3) serait, 
d'après Tinégalité précédente, inférieure en valeur abso- 
lue à 



ra 



ifc 



[3co8'4*-|-7(r-f-fx)]sin'9 — i 
Le produit des trois racines serait donc inférieur k 

^ apt/î^ , 

[3 cos'ij/ -h 7 (i -H |yL)]sin'0 — i 

tandis qu'il devrait être égal à cette expression qui est le 
dernier terme >le l'équation en r. Cette équation ne peut 
donc avoir qu'une seule racine positive. 

Soient R, R', R'^les valeurs de r correspondant aux direc- 
tions Oxj Oy, Oz^ on a 

et l'équation (3) donne 

~--hCR"^2,i = o, 
(9) { [i-7(i4-ft)]-^ + CR'-2K = o, 

[2 -1- 7 en- p)l -^ - ÇR + a,* = o, 

d'où, |»ar l'élimination de C, 

, , R"' raaa» . , .l R" 2i«a» 

(••») Rr + L'è- + ^ + ^('+'')jR--5r = o. 

(II) [,_y(,+^)] — -t-2|^-|^-|-2 + 7(« + F)J -r"^ R^^""- 
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A l'aide de ces équations, on peut faire voir que les couches 
de nweauy sensiblement sphérigues vers le centre, vont en 
s' aplatissant vers les pâles, et e(i s'allongeant dans la ' 
direction de l'astre rxtcrieur, à mesure que Ton s^ éloigne 
de ce point. 

En effet, en posant . 

réquatipn (10) donne 

(12) «= — i-LL^^ 

d'où 

(l3) 



du 3i^ H- 2fe H- a -h 7 (m- u) 

et cette dérivée est positive puisque «^ <^ i ; ainsi déjà -7, 
augmente avec R; dans le voisinage du centre, u étant très- 
grand, — est très^pctit, et ^ reste sensiblement constant 

et égal à l'unité. 

Posant 

R' 
«.= -, 

l'équation (11) donne 
d'où 

dw 2 — 2^ 

du 2W-+- 2 -H7 (< -+- f*) -+-3[l — 7 (l + fi)]«'* 

Pour démontrer que cette dérivée est positive, il nous 
suffit d'examiner le cas où i — 7(1 -f-ft) = o; la condilioti 
M ]> o exige que 

7(H-ï*) — i 
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d'où il suit que 

2 w -h 2 -h 7 {1 + p) -f- 3 II — 7 (i 4- p)] «•» 
est plus grand que 

2tt4-'i-4-7(i--f*) — 3[2 4-7fi-hft)] = 2[« — 3 — 7(i-M»)l, 

qui est une quantité positive en vertu de l'inégalité (8). 

R R 

Ainsi donc ^ croît avec R, et ou verrait, comme pour ^» 

que, vers le centre, ce rapport est sensiblement égal h 
Tiinité. 

121. Discussion de la surface libre d'une atmosphère. 
«— Nous appellerons surface libre de Tatmosphère, la plus 
grande des surfaces de niveau fermées, celle qui atteint la 
surface limite; C'est & la surface libre que se termine l'al- 
mospbère quand elle s'étend aussi loin que possible, mais 
elle peut se terminer à une autre surface de niveau inté- 
rieure. 

Pour trouver la valeur de la constante C, qui correspond 
à la surface libre, il suffit d'exprimer que son demi-grand 
axe R est égal au plus petit rayon de la surface limite (119), 
ou que 

(i5) R=«v7 r ;• 

Portant cette valeur dans la troisièone des équations (9), 
on trouve . 



(.6) CR=3,. ou C=3h' ^"'^^J"^^^ - 

Pour calculer les rapports des axes aR, 2R', aR^'de la 
surface libre, il suffit de remplacer R' par la valeur ci-dessus 
dans les équations (la) et (r4) qui donnent 

(17) «»' H- 3 [2 -h 7 (14- p)] «' -^ 2 [2 -i- 7 (i 4- f*)] = o, 

(18) [i-7(i-f-p)K4-3[2-f-7(i-t-f*)]«'--2['?-f-7(i-+l*)] = o 
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De la première on. lîrie 

f^ étant inférieur k I*unité> ces dérivées sont constamment 
positives, et s^ croît avec y et f*. Le minimum de x^^ corres- 
pondant à /x = o, 7 = o, est donné par l'équation 

qui n'a qu'une seule racine réelle dont la valeur approchée 
est 0,626*. Le maximum de i*, qui a lieu pour fx= 00 , 7 r= 00 , 

est 7 = 0,667, ^^ ^'^" ^^^^ BSns\ qne, dans tous les cas, 

R" 2 

— diffère peu de ?• Lorsque fx et 7 seront donnés, on pourra 

toujours calculer le rapport 4^ au moyen de Féquation (17), 
et il n'y aura pas d'incertitude, puisque cette équation a 
deux racines imaginaires et une racine réelle comprise entre 
0,626 et 0,667. 

L*équation (18) donne 

d^ i8a''(i — ix>) dy i8«f'(i — cv) 

et, comme tv <^i, les deux dérivées sont posi rives et w croît 
avec fx et 7* Le minimum de w, correspondant à /a = o, 
7 = 0, est donné par la même équation que celui de i', c»t 
est approximativement égal à 0,626. Sou maximum, cor- 
respondant àfx==oo,7 = oo, dépendra de Téquation 

(«; — 1)2 («? -h 2)*= (4^ — 2«'-h2 = 0, 

ou sera égal à l'unité. Le rapport de l'axe moyen ne pourra 
donc varier qu'entre 0,626 et l'unité, limites entre les- 
quelles se trouvera comprise l'unique racine réelle de l'équa- 
tion (18) correspondant h des valeurs données de u et 7, 
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si I — 7(1 + 1^)^0; dans le cas contraire cette équation a 
une racine négative, une racine positive plus grande que i , 
et une autre racine comprise entre o,6a6 et x, qui convien* 
dra seule à la question. 

L'équation (4) donne, en substituant à C sa valeur 

-^9 relative à la surface libre, et en y ren^plaçant x par 

a: + H9 de manière à placer Torigine à Vun des sommets 
situés sur Ox, 

+ 7(1 -+-[*) —, ^=T- 

Il est facile de s'assurer que, pour la nouvelle origine, lés 
trois dérivées partielles du premier membre de cette équa-^ 
tien, que nous désignerons par F pour sfbréger, sont nulles; 
qu'il y a, par suite-, en ce point une infinité de plans tan*^ 
gents dont l'équation de Penveloppe est 

fd'T\ /«''F\ /rf'F\ , . 

d'où, en remplaçant F par sa valeur, 

{19) [3-l-7(H-p)>''-3[a + 7(i + l*)]''-t-3/* = o, 

éqnation d'un cône du second degré qui est de révolution 
autour de Ox lorsque 7 = 0. Eh vertu de la symétrie, 
l'autre extrémité du grand axe jouit de la même propriété. 

i 22. Des surfaces de niyeau extérieures à la surface libœ. 
— Examinons maintenant ce que deviennent les surfaces de 
niveau au delà de la surface libre. La troisième des équa- 

18 
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tioofl 


(9) 


donne 

c= 

dC 


ap + [a-f.7(n-f»)]^ 






R 
-ap + [4 + 27(H-H)J 


R' 




R' 


" ■? 



et Ton voit que les surfaces de niveau qui coupent Taxe Ox 
à des distances croissantes depuis R = o jusqu'à la va- 
leur (i5) correspondant à la surface libre, répondent elles- 
mêmes à des valeurs de C décroissantes depuis Tinfini jus- 
qu'à la valeur (i 6). 

En supposant que C aille encore en décroissant à partir de 
cette limite, on aura des surfaces de niveau extérieures à 
la surface libre, qui couperont la surface limite, mais qui 
ne rencontreront plus Taxe Ox» pui^lue alors R devient 
imaginaire. Les courbes d'intersection de Tune de ces snr* 
faces de niveau avec la surface limite satisferont à la con- 
dition 

W r=^, 

obtenue en retranchant de Téquation (3) l'équation (5) 
multipliée par r. 

Difiérentiant Téquation (3) par rapport à r, en laissant 
6 et ^ constants, il vient 

~-= — (Ssm'ôcos»^ — 0^ Çh î.^ Y- 9 

et, en éliminant d et ^ au mojen de la même équation, 
dr r 



Tant que cette dérivée aura une valeur finie^ deux surfaces 
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consëculites, réponddnt tax valeurs G, C^dC de la 

constante, difiéreront infiniment peu. Mais, dans le voisi* 

nage de la courbe suivant laquelle une. surface de niveau 

dr 
traverse la surface libre, d'après la formule M^-jr; devient 

infini. 

En considérant la surface libre, puis la surface de ni- 
veau correspondant à une valeur un peu moindre de G, on 
reconnaîtra que cette dernière enveloppe la précédente, 
qu'elle en diffère infiniment peu jusque dans le voisinage 
de Taxe Ox, mais qu'au lieu de couper cet axe comme la 
surface libre, elle s'arrête avant de l'atteindre, devient tan- 
gente aux rayons vecteurs partant du point O, et s'éloigne 
ensuite indéfiniment. 

423, Cas où fiz=:co, — Application à Vatmosphère 
solaire, — Ge cas est celui de l'atmosphère du Soleil, attendu 
que l'attraction des planètes sur un point de cette atmosphère 
est négligeable par rapport à celle du noyau solaire, soit en 
raison de la petitesse relative de leurs masses^ soit par suite 
de leur éloignement de la masse qu'elles attirent. 

L'équation des surfaces de niveau devient, dans ce cas, 

Î4-rr»siû^Ô=rC, 

r a^ 

et y est donné par 

et désignant le rapport de la force centrifuge h la pesanteur 
sous l'équateur^ à une distance du centre égale à l'unité. 

Les surfaces de niveau sont de révolution atitour de l'axe 
de rotation du Soleil, ce qui est visible à priori. 

On trouvé soit directement, soit en partant des équa- 
tions (9), 

R' _ R-~R^^ _ «R' 

18. 
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et TapUtisMinent des couches de niveao croil ainsi avec la 
distance au centre. 

L'équalion de la suiface limite devient 

ar»sin*0 = l, 

et celle de la surface libre % 

a ^ 

-.■+.ar2sin»Ô = 3aS 

r 

dont les deux demi-aves ont pour longueurs 
R'^rslR, R'=R = «"*. 

L'équation (19) des lieux géométriques des plans tangents 
au sommet du grand axe de la surface libre devient 

et représente deux plans faisant entre eux un angle de 
1 20 degrés. La surface étant de révolution , elle possède dans 
le plan de Véquateur une arête saillante qui n'est autre 
chose que l'intersection de la portion fermée de la surface, 
avec ses deux nappes infinies. 

La section faite par un plan passant par Taxe du Soleil 
donne une figure analogue à \^fig* 1 5 dans laquelle L, L' re- 
présentent les deux nappes delà surface limite, S la surface 
libre, Si une surface de niveau intérieure, St une surûice 
de niveau extérieure i S. Si^ par suite d'une certaine in- 
fluence, le fluide atmosphérique enveloppant le Soleil dé- 
passe la surface libre, il s'écoulera dans le plan de l'équa- 
teur par l'ouverture que présentent, dans cette région, le» 
surfaces de niveau S|, y formera une sorte d'anneau cir- 
culant encore autour du Soleil, mais qui sera désormais 
indépendant de l'atmosphère. Cet efiet se produira, par 
exemple, si le noyau solaire en se refroidissant éprouve une 
contraction, d'où une réduction dans le moment d'inertie 
et une augmentation dans ta vitesse angulaire; car, a aug- 
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mentant et R diminuant, la surface libre se rétrécit en 
restant semblable à elle-même, et tout le fluide qui se trouve 
en dehors s'échappe ainsi qu'on vient de le dire. 

La matière qui nous réfléchit la lutnière zodiacale ne peut 
pas être considérée comme faisant partie de l'atmosphère 
solaire, car elle affecte la forme d'une lentille très-aplatie 
dont Tarète vive se trouve dans le plan de Té^uateur, tandis 
que, d'après ce que nous avons vu plus haut, le rapport du 
petit axe au grand axe de l'atmosphère solaire ne peut pas 

être inférieur à x- D'autre part, les valeurs trouvées pour 

R, R^ montrent que pette atmosphère ne peut pas s'étendre 
jusqu'à l'orbite d'une planète qui circulerait autour du 
Soleil dans un temps égal à celui de la rotation de cet astre, 
c'est-à-dire à d5 7 jours; elle est donc fort loin d'atteindre 
les orbes de Mercure et de Vénud, tandis que la lumière 
zodiacale s'étend beaucoup au delà. Il y a donc tout lieu de 
croire qve le fluide zodiacal circule autour du Soleil sui- 
vant les mêmes lois que les planètes, et que c'est pour cette 
cause qu'il n'oppose qu'une résistance insensible à leurs 
mouvements. 

124. Ca5 où y = I. — Application à la Lune. — Ce 
cas est celui pour lequel le mouvement de rotation de lat- 
mosphère s'exécute dans le même temps que celui de la 
révolution de l'astre extérieur, et l'atmosphère aura une 
figure permainente d'équilibre si a est constant comme nous 
le supposerons dorénavant. C'est ce qui aurait lieu notam- 
ment : i^ pour l'atmosphère lunaire, si elle existait, sou- 
mise à Factiou perturbatrice de la Terre à laquelle elle 
présente toujours la même face \ 2° pour une comète, dans 
le voisinage de son périhélie. 

On a, pour l'équation des surfaces de niveau, 

^ (3sin«0cos»4»— i) + ^ -4- 1 (, 4^|A)siD>ô = C^ 



et pour celle de U sqrface limita. 

Les couches atmosphériques sout sensiblement sphériques 
vers le centre, et à mesure que l'on s'en éloigne, elles vont 
en s^aplatissant aux pôles et en s^ allongeant dans la direc- 
tion du corps extérieur. 

La, formule (i6) donpe pour la vMeur de la constante C, 
correspondant à la surface libre, 



1 1 



€=5-"-:. 



et la formule (|5) pour son demi-grand axe, 



»=.^( 



» 



en négligeant la petite fraction (i devant trois unités. 
La masse de U Lune rapportée à celle de la Terre étant 

^=:a,ona 

R=o,o6a, 

soit environ ^de /jr, et Von voit aifisi qu'une atmosphère 

autour de la Lune ne pourrait pas s'étendre an delà de la 
cinquième partie de ha distance h la Terre. 

Oii trouvera facilement, en supposant fx infiniment petit ^ 

R*' R' 1 

-^=.0,638, \^l. 

d'où 

B=:I,567R^ R'=ri,o45R'V 

et, pour Téquation du cône enveloppe des plans tangents^ 
aux sommets de la surface libre, 

4«' — 9:r*-|-3/*=:&. 
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K le llakl» atmosphérique ae trouve en excès, on recon^ 
naîtra, en employani un raisonnement analogue à celui da 
numéro précédent, que Fécoulement aura ]ieu par les deux 
pointes opposées que présente la surface libre, suivant la 
direction de son grand axe. 

125* (ais où l'atmosphèrà tCa pas de rotation^ ou de 
ysso. — Nous supposeroBs de plus ji trè»<^tit, et àous 
nous trouverons dans les condilians d'une comète n*ayaiiC 
qu un mouvement de translation rectiligne vers le Soleil. 

On a, pour Téquation des surfaces de niveau, 

^(3cos»5-f)-h^=C, 

et pour eelk de la surface Hmite, 

^ (Scôs** _ i) «- ii = o. 

Ces surfaces qui sont 4e révolution autonr de Ox ont un 
cône asymptote commun représente par 

3cos'^ — 1=3 0, 
d'où 

S = 54" 44' o« j' 4- 2^ = a^'. 

Enfin on trouve facilement, pour la surface libre. 



«=«\/1 



a 

a j— 



don 






^ = 0,636, R=i,59&R", 
R • * 
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et enfin que le cône, Heu géométrique des tangentes aux 
extrémités de Taxe 2R est identique àa<^6ne asymptolique 
ci'^eAsus (voyiez Iskjig, 16), 

126. jipplication aux phénomènes cométaires. — 'Une 
comète, pendant une grande partie de son trajet, marche 
presque en ligne droite vers le Soleil, et décrit au contraire 
dans le voisinage du périhélie un arc sensiblement circu* 
taire. Dans Tun et l'autre cas, le demi-axe de la surface 
lihre sera donné par (124 et 125) 



R: 



V 2i + V 



y étant nul dans la première hypothèse et égal à l'unité 
dans la seconde. II est prpbahle que rallongeménl suivant 
la direction du Soleil tend à régler l'orientation de la co- 
mète de manière qu'elle présente constamment la même 
face au Soleil, par assimilation avec ce qui a lieu pour la 
Lune, comme nous le verrons plus loin. 

Quand la comète s^approche du Soleil, son fluide atmo- 
sphérique, sous l'influence de la quantité de chaleur qu'il 
reçoit, se dilate progressivement, en même temps que les 
dimensions de la surface libre diminuent avec la distance 
au Soleil. Pour ces deux motifs, le âuide atmosphérique 
doit s^échapper sous la fbrme de gerbes ou de queues ver« 
les sommets du grand axe. Après le passage au périhélie, 
a augmente; la seconde eausede la production des queues 
n'existant plus, elles ne subsistent qu'en raison de Taccu- 
mulation de la chaleur solaire et de la dilatation qui en 
résulte dans l'atmosphère. 

D'après cette théorie, l'observation, au lieu d'accuser une 
seule queue à l'opposé du Soleil, devrait constater l'exis- 
tence d'une seconde queue symétrique de la précédente, ou 
dirigée vers cet astre, ce qui ne parait jamais s'être présenté. 
Il faut donc que le phénomène dépende d'autres causes cjue 
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de celle dû b gravitation, et c'est ce qui a conduit M. Paye, 
au sujet de la comète Donati, a se demander si l'on né 
pourrait pas se rendre compte des apparences par la con- 
sidération d'une force répulsive dont on attribuerait l'ori- 
gine aux radiations solaires, et qui aurait pour effet de 
supprimer la seconde queue. C'est ce que nous allons main- 
tenant étudier avec M. Roche, sans entrer en discussion au 
point de vue métaphysique Sur la cause qui produit cette 
force, 

§ II. Des ATMOSPHERES COMÉTAIRES DA^S l'hTPOTHÈSE 

d'u»e force eépulsivb» 

127. Dans ce qui suit, nous conserverons les notations 
du paragraphe précédent, en y supposant #i ou y = o. 
Nous admettrons que la force répulsive varie en raison in- 
verse du carré de la distance, qu'elle est proportionnelle 
auY masses, mais d'autant plus grande que la densité de la 
matière sur laquelle elle agit est plus faible^ l'accélération 

qu^elle produit sur m peut donc se représenter par — ^ 

(yi^.i4)9 ^ étant un facteur qui varie en sens inverse 
de la densité de la matière ci-'dessus, et que l'on devra con- 
sidérer comme nul pour le noyau cométaire dont la den- 
sité est très^rande. 

Si la force répulsive agît avec la même intensité dans 
toute l'étendue de l'atmosphère, f est constant et le travail 

élémentaire — ■ j - dMm est une différentielle exacte : il 

n'en serait plus de même si (f variait avec r et d; mais 
alors le travail total des forces n'étant plus une fonction 
des coordonnées, il n'y aurait plus de surfaces de niveau 
et l'équilibre serait impossible; le problème proposé serait 
donc sans objet; c^est pourquoi nous supposerons doré- 
navant f constant. 
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i28. Équation des surfacei de niveau et de la surface 
limite. ^^ L^ëqoation des surfaces de niveau sera 

ou 

et, en remplaçant le coefficient de (1—9) par la valeur 
approchée que nous avons trouvée au n^ 118, 

(0 (»r-y)^f3cos«^-t) + -^- "^^ =C; 
d'où l'on déduit pour Féquatîon de la surface limite 

(2) (i-?)5(3cos'J-,)-^,-?^ = o, 

et Ton aura pour les points de Tatmosplière intérieurs à 
cette surface 

(3) (— ?)5(3cos'J-.)-f.-î^<o. 

Les surfaces de niveau et la surface limite étant de révo- 
lution autour deOo;, la discussion devra uniquement por- 
ter sur une section méridienne qui sera si Ton veut ceUe 
que détermine le plan zOx. 

129. Discussion du méridien limite, — Supposons d'a- 
bord 9 <C I9 et soient [fig* 1 7) A\ A les points où la courbe 
limite coupe Ox entre O et le Soleil, et de l'autre côté 
du point O •, y= OA', ri= OA les valeurs de r déduites de 
Féquatron (a) pour J=o, ^ = 7r;ona 

équations qui n'ont chacune qu'une racine positive el qui 
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donnent par sonsCraction 

ce qui exige quo r^^ri ou OA' > OA. 

On reconnaît facilement : i^que la courbe a deux asymp- 
totes correspondant aux valeurs cos ^ = =t --= et qui se 
coupent en un point C, situé eutre O et A', déterminé par 

4(1 — ?) 

d^ que les rayons vecteurs parallèles à ces asymptotes ne 
rencontrent pas la branche de courbe qui passe par le 
point A', mais qu'elles rencontrent l'autre branche. 

En faisant croître cp jusqu'à l'unité, C s'éloigne indéfi- 
niment dans la direction du Soleil, et la branche qui passe 
par A' disparaît. 

Si (f est assez petit pour que Ton puisse en négliger le 
carré ou le produit par fjt, les équations (4) donnent ap- 
proximativement 



(5) 



'•=«v'^-'t' '—s/l-'i- 



Dans le cas où cp, n'étant plus très-petit, va en croissant 
«ans atteindre Tunité, on voit sans peine que la racine po- 
sitive de la première équation (4) est supérieure à 

a(.-ç)' 

f 

quantité de l'ordre <?, c'est-à-dire tr^s-grande par rapport 
aux dimensions de l'atmosphère cométaire. 

La racine positive de la seconde équation (4) est infé- 
rieure à a i/ ^ ^^ ^s( très-sensiblement égale à cette limite 
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lorsque p étant très-petit, f a une valeur sensible. Il suit 
de là que, cf augmentant, la branche passant par Â^ s* éloigne 
rapidement, et n'existe pour ainsi dire plus en raison de 
son grand éloignement pour une valeur finie de cp. Mais du 
côté opposé il existe une branche qui est la limite atmo- 
sphérique. 

Si f =2 I, Téquation (2) devient 

r'cosJ-H fit/i'=o, 

et la courbe limite est formée d,[une seule branche située à 
gauche de Qz, ayant cet axe pour asymptote et coupant Ox 
à la distance a y^. 

Lorsque 9^1, la branche limite de gauche subsiste 

seule, coupe Ox a la distance a i/^ et 2 en deux points 
symétriques déterminés par 



r = a 



' f* . 



Si N est le point où la branche de gauche est coupée par 
le rayon défini par cos î = -=9 on a 



ON 

et comme 

OA 






on voit que la droite AN reste parallèle à elle-même, quel 
que soit f . 

130. Discussion des lignes de nis^eau. — L'équation (1) 
peut se mettre sous la forme 

(6) (i — ç)r»(3cos^i — 1) — 2çiïHcos^4- 2fAfl»=Crt»r. 
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Supposons d'abord <f. très-petit et considérons les lignes de 
niveau qui passent par A et A'. La constante C se déter- 
minera en substituant pour r dans 1 équation (a), selon le 
cas, Tune ou Tautre des valeurs approchées (5), respectif 
vement dans les suppositions $ = tt, d = o, et Ton trouve 
ainsi 

|(i — y)r*(3cos*^ — i)— !lffar^cosS'Jh2fia* 

pour l'équation de la courbe qui passe par le point A, et 

|{i — y)r»(3cos'i— i) — 2^flr*cos^ -h s/aû' 

pour l'équation de la courbe qui passe par le point A'« 

Des courbes représentées par les équations (7) et (8), la 
seconde est eictérieure à la première ; en eifet deux courbes 
de niveau ne se coupent pas, et la seconde rencontre Oz k 
une plus grande distance du point O ; car, eu supposant 

tJss-î etr=ro dans Téquaûon (7) et J=-.el R = R« 

dans Téquation (8), et retranchant l'un de l'autre les ré- 
sultats obtenus, on trouve 

d'oùR.>r«. 

La forme de ces courbes se déduit des deux théorèmes 
suivants : 

I® j4ux pornis de rencontre de la courbe limite avec 
une courbe de niveau, celle-ci est tangente au rayon 
vecteur. 
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' Car si V t= G est l'équation des courbes de niveau^ on a 

dr ^ 

dr 

dV , 1. 1. • ^'" . /• . 

et comme on a — = o pour Ja courbe limite, ;iTe8t mnni 

pour les points communs à ces deux lignes, ce qui dé- 
montre le théorème énoncé. 

2® Si Vun de ces points de rencontre est sur l'axe Ox, 
il j passe deux branches de la courbe de niveau, et la 
surface correspondante y affecte la forme conique. 

Car, pour d =s o, c) = tt, la dérivée par rapport à d du 

premier membre de l'équation (i) est nulle ou ^ = o, et, 

comme on a aussi ^ = ^^ T^ ^^^ indéterminé et le point 

considéré est double ou multiple. 

Il suit de là que la courbe de niveau {fig> i8) passant 
par le point Â se partage en ce point en deux branches 
infinies et est fermée entre A et A'; que la courbe de ni- 
veau passant par A' se bifurque de la même manière en ce 
point, et s^ouvre à 3a rencontre avec la courbe limite 
en F, F', où «lie est tangente aux rayons vecteurs OF, OF'. 

Les surfaces de niveau correspondant à ces deux courbes 
sont : Tune fermée, sauf au point A, c'est la vraie surface 
libre; l'autre se transforme, au point conique A', en une 
nappe illimitée, et s'entr'ouvre du côté opposé en F, F', 
pour s'étendre indéfiniment. Si ces deux surfaces ne sont 
pas trop éloignées l'une de l'autre, elles pourront contenir 
une couche de niveau entretenue par la dilatation continue 
du fluide atmosphérique, qui s'écoulera d'une part dans 
la queue, par l'ouverturjp F, F', et de l'autre vers le Soleil, 
par le point A', où il se formera un jet secondaire ou 
aigrette. 
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Supposons maintenant que f> étant toujours inférieur 
à Funité, ne soit plus très-petit; d'après le numéro 
préeédent, Téquatioi^ (6) doit être vérifiée par assit, 

r^=: OA = «l/-> et l'on trouve aussi pour la courbe de 
niveau passant par le point A : 

(9) (i — çj'^'lScos'^ — i) — 2Yflrr'cos^-J-2p<i» = 4«'''V^* 

Cette com'be coupe Ox en un point déterminé par l'é- 
quation 

2(1— ^) H — 2çfl/^-- 4^'''Vrî'+"^l*^'=^> 
dont Tune des deux racines positives est approximative- 
ment -^ — , qui, étant très -grande, se rapporte à une 

branche de courbe fort éloignée, dont nous ne nous occu- 
perons pas*, Tautre racine est, aux quantités près de 
Tordre (x, 

et détermine le point. B {fig* 19). En appelant D le grand 
axe OA -h OB, on a ^ 

y- 



.=Vt^ 



qui diminue quand f augmente. 

La courbe rencontre Oz en un point C déterminé pat la 
valeur approximative 



«-^v/î- 



Les tangentes au point double A sont données par 
cos*d = ^> d'où 5 = ± 54° 44'* Les courbes de niveau 
extérieures à la surface libre sont convexes dn c6té du 
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Soleil, s'ouvrent à la rencontre dé la surface limite, où 
elles sont tangentes aux rayons vecteurs éman ant du poin t O, 
denaanière à donner naissance à une queue unique située à 
Fopposé du Soleil. 

On reconnaîtra sans peine que, tant que 9 est très-petit, 
les lignes de niveau ont des asymptotes parallèles à celles 
des courbes limites ; mais, dès que (f prend une valeur finie, 
les asymptotes sont très-ëloignées, et Ton peut dire qu'elles 

n'eicistent plus 5 les droites correspondant à coê*dt=: - con- 
tinuent à définir la direction des branches infinies. 
Si 9 = I , Téquation des courbes de niveau donne 



r= • 



4cosd 



et, pour obtenir des courbes fermées, il faut prendre le signe 
supérieur du radical, puisqu'elles doivent couper les axes 
coordonnés, notamment Oz, à des distances finies de l'ori- 
gine. Les intersections avec Ox sont données par 



VC'a«+i6|*rt» — Cb' 


pour tf = 0, 


4 


— VC»a« — i6(ia'+ Ca* 


pour 8z=:k, 


4 



Cette dernière valeur sera réelle, si C'a* > i6|xa*5 les 
courbes fermées répondent donc à des valeurs de C décrois- 
santes depuis Finfini jusqu'à C = 5jll, et pour cette, va- 
leur extrême on a 

ce qui caractérise la surface libre. 
Lorsque cp]> i, on a également vers le point A une ou- 
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verture qui est unîque, et qui peut donner naissance à une 
queue. 

Eu résumé» l'hypothèse d'une force répulsive très-petite 
suffit ;^our expliquer la formation d^une queue et d'une 
aigrette ; mais^ dès qu'elle devient comparable à l'attraction 
due à la gravitation , Taigrette disparait, et il be resté qu'une 
queue à Topposite du Soleil. Les figures géométriques résul- 
tant de la théorie exposée ci-dessus sont en quelque sorte 
les esquisses des formes observées, et cet accord est d'autant 
plus frappant que l'on a supposé l'atmosphère cométaire en 
équilibre, tandis qu'en réalité elle est en mouvement. 



'9 
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CHAPITRE VIL 

DES OSCILLATIONS DE LA MER 
ET DE L'ATMOSPHÈRE. 



§ I. — Équations géi^érales des petites oscillations 

DE LA MER. 

131. Sous l'action du Soleil et de la Lune, la mer, en 
vertu de la différence des accélérations imprimées à cha- 
cune de ses molécules et au centre de la Terre, se met en 
mouvement relatif par rapport au noyau terrestre tournant 
autour de son axe, et sur lequel elle forme une couche dont 
Tëpaisseur est une très-petite fraction de son rayon. Les 
oscillations résultant de ce mouvement, connues sous le 
nom dejlux et de reflux de la mer, quoique très-sensibles 
dans les ports de FOcéan, ont cependant, comparativement 
aux dimension^ de la Terre, une très-faible amplitude, en 
raison même de la faible intensité des forces qui les pro- 
duisent. Le phénomène est d'ailleurs compliqué par Tin- 
fluence de l'inertie de la mer, des forces apparentes dans 
le mouvement relatif, de la variation de la pesanteur ré- 
sultant de la déforination variable de la figure de la couche 
liquide, des frottements, des pertes de force vive dues 
aux inégalités que présente le fond de la mer, ou aux 
changements biusques de section de la masse fluide lors 
de son passage dans les canaux qui font communiquer 
les ports avec la masse principale de l'Océan. C'est à ces 
pertes de force vive, dont il parait à peu près impossible de 
tenir compte dans les recherches analytiques sur les ma- 
rées, que l'on doit attribuer le retard sensiblement con- 
stant pour chaque port, de la marée sur le passage au 



méridien de la Lune dont Vinfiaence sur la production du 
pkénomène est essentiellement prédominante sur celle du 
Soleil; on sait que ce relard a reçu le nom à^établissement 
de port. Quant aux frottements, comme il s'agit ici de 
mouvements très-lents, on peut, par assimilation avec les 
résultats de nos observations sur les cotirs d'eau, admettre 
qu'ils sont proportionnels à la simple vitesse; mais on en 
fait généralement abstraction dans les ^'ecberches analy- 
tiques sur les marées, recherches qui ne sqnt dèi Iprs que 
de pures conceptions théoriques, £tyaiit surtout pour ©bjet 
de montrer l'énorme influence des résistances que l'on 
néglige. 

Malgré ces simplifications, le problème des aiarées pré- 
sente de très-grandes difficultés qui n*ont pu être surmon- 
tées que dans quelques cas partieufiers, en se donnanl â * 
l'avance une loi de profondeur qui ne peut être celte de la 
nature, et en remarquant que la partie des oscillations dé- 
pendant de l'état primitif de la mer a dû bientôt dispa- 
raître par suite des résistances que les eaux éprouvent dans 
leurs mouvements. De sorte que, sans l'action du Soleil et 
de la Lune^ la mer serai t. depuis, longtemps parvenue à un 
état d'équilibre permanent dont ces deux astres tendent 
sans cesse à l'écarter. On n'a donc qu'à déterminer les oscil- 
lations qui en dépendent, confprmém^t au principe sui- 
vant dû à Laplace-: 

« Uétat d\in sjstème de corps dans lequel les condi- 
tions initiales du moui^ement ont disparu, par suite des 
résistances dé^^eloppées dans le mouvement, est périodique 
comme les fotce^ qui sollicitent le système, » 

i3î|. Equations des petites oscillations d'une couche 
fluide recouvrant un sphéroïde. 

'Nous avons vu que les couches de niveau de la mer et de 
Ta^mo^hère^ supposées uniquement soumises à l'aetion de 
la ffravîté et de la force centrifuge, sont des ellipsoïd'eç de 

'9- 
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révolution, différant de la splière de très*peti tes quantités, 
de l'ordre même du carré de la vitesse angulaire de la 
Terre autour de son axe. 

Les attractions du Soleil et de la Lune, quoique très* 
faibles, irouBlent à chaque instant cet équilibre, et déter- 
minent de petites oscillations dont nous nous proposons de 
trouver la loi. 
Soient (Jig. ao) : 
le centre de la Terre; 
n la vitesse angulaire ; 
le complément de la latitude d'une molécule m d^une 

surface de niveau lors de Téquilibre; 

GT la longitude de m, comptée dans le sens de la rotation; 

g la pesanteur proprement dite, c^est-à-dirç Tattraction 

de toute la masse de la Terre sur le point m : elle sera 

constante pour tous les points de chaque surface de 

niveau, si Ton néglige Taplatissement dans le sens 

de Taxe de rotation ; 

p la densité de la coucbe de niveau considérée, celle de la 

Terre éunt prise pour unité; 
p la pression correspondante; 
r le rayon moyen de la couche ; 

r-f-tv^j le rayon Om aboutissant à la molécule m de la 
couche de niveau lors de l'équilibre. 

Sous l'action combinée du Soleil et de la Lune, la molé- 
cule m subira lentement un déplacement mm', très-petit 
quel que soit le temps écoulé, et nous représenterons par 
IV — wo , u, i^ ses projections suivant le prolongement du 
rayon,. la méridienne en allant vers Téquateur de la sphère 
moyenne de la couche, et la tangente au parallèle de la 
même sphère, dans le sens de la rotation. Nous négligerons 
les carrés de w, u^ i^, ainsi que leurs produits entre eux 
ou par Wq. Dans cette hypothèse, les angles Q etts sont 
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devenus 

r rsmô 

comme il est facile de le reconnaître par une figure^ la 
pression et la densité, s'il s'agit d'une couche gazeuse, ont 
varié, et ne sont plus nécessairement les mêmes en chaque 
point de la couche- de niveau déformée. 

On trouve facilement, pour les composantes de la force 
centrifuge composée du point m arrivé en m' (*), 

2/z smO -p suivant w^ s 

dt 

f ^du . ^ dvi'\ 

— 2/1 1 cos 6 -T- -H smô -T- 1 suivant m, 

\ dt dt ] 

a/icosd -;- ^« . suivant n. 

dt 

Les composantes pareilles, dues à Tinertie, sont respec- 

d'^w d^u d^u ^ ^ ., . |, 

tivement r— > —■ ? pr • Le travail virtuel de ces 

di^ dt^ dt^ 

forces, pour un déplacement élémentaire sur la surface 

de niveau déformée, sera, aux termes du second ordre 

près, le même que si m* se trouvait sur la sphère moyenne 

au point n où elle est percée par le rayon Om. Le travail 

virtuel élémentaire des composantes suivant ce rayon devra 

donc être considéré comme. nul, et Fen a, pour la somme 

de travail des autres composantes, 

[/du dw\ d^v'\ 

\ dt dt ) dt^\ 

/ ^dp d^u\ ^^ 

\ dt di^ J 

Le travail virtuel de la pesanteur est 
— gd(v, 

{*) Vqres mon Traité de Cinématique pufe, 90* 151 et suivants» 
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celui de la force ceDtrîfuge 

=zn*dl — sin* ô 4- rtv sin* 9 + ru sin cosO j ] 

il vient donc, d'tfprès les principes coftnttà de l'hydrodyna^ 
mique, 

— an itosô-T--^ smô^-T- l *-* -vr I ''Sin^«w 
. \ dt dt ] dO J 

/ dv d^u\ 

H- «»£f t — siï^'ô H- /w sin^Ô 4- ru smO cosO l -h fi?V = -Ç • 
\2 / P 

p' et p' étant la pression et la densité au point m\ et V le 
potentiel dû aux attractions du Soleil et de la Lune, et à la 
modification apportée dans la valeur de la pesanteur par 
la déformation des couches de niveau. 

La petite longueur Wo peut être considérée comme ayant 
ïa même valeur pour le point m et celui de la surface de 
niveau situé sur O/w'j on a donc, pour ce dernier point, 

n*d ( r* 8in*ô -f- w« sin* Ô 4- r« sin9 cosô ) — gdtv^ = o. 

SS donc on représente p«r jb rélévation iv -— w^ de la 
«notécule m dans âon déplacemeot au-dessus de la surface 
de niveau, il vient, en retrani^anc membre a membre Its 
deux équations ci- dessus ^ 

M \ di dt J di^ j 

I / dt* d^u\ 

I -^gdz-i-n^rdizsin^B) -h fi?V= -^• 

\ f 

Cette équation s'applique également aux oscillations de 
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la mer et de Tatmosphère; maïs il faudi^ j joindre Téqua^ 
tion de canlinultë que nous établirons en étudiant spé* 
cialement chacune de ces questions. 

133. Equations des petites oscillations de la mer, — 
Nous prendrons pour unité le rayon moyen de la surface 
d'équilibre de la mer. La profondeur de la mer, que nous 
désignerons par 7 au point m de la surface, étant très* 
petite, on pourra supposer que, les déplacements éprouvés 
par les molécules situées sur un même rayon, lors de l'équi- 
libre, sont les mêmes. La formule (A) donne donc à la sur- 
face de la mer, en négligeant la force centrifuge qui est 
très-petite par rapport à g^ 



{«) 



f r I .du . ^d{v\ d'vl . ' ^ 

I — 2/1 C0SÔ-7- -hsmÔ -7- } — - rsmô du 

L \ ^^ dt / dt^ J 

/ du d'u\ * 

-f- ( 2/ICO8Ô -^yrdQ — gdz-^dV =:zo. 



La profondeur yi en m' étant égale à la profondeur cor- 
respondant au même rayon lors de 1 équilibre, augmenté 

de z, on a 

dy dy v 

L'élément de surface sphérîque — dcosOdn^ relatif au 
point m, est devenu, en /»', 

rfcos(ô-f-w) d 



c/cos9 
= — dcosBdzt 



dcosQdu 



dm \ sin BJ 
/ ^ ^(tfsinQ) du \ 

\ sin9^0 sînBdzjj' 



L'équation de continuité s'obtiendra en exprimant que 
cet élément multiplié par y^ représentant le volume du 
prisme élémentaire correspondant, est égal à — ydcos^drSy 
ce qui conduit à 

d{yus\nB) d,yv 

sin^^G sinOr/o 
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Comme la profondeur y est très-petite, cette formule 
montre que z sera lui-même très-petit par rapport à u et i^, 
et négligeable dans le premier terme de l'équation (a), 
qui, en vertu de l'indépendance des variations de 0.et u, 
se décompose dans les suivantes : 

d^u ^dv dz dW 



d^p ^du I / dz 

dt* dt 8ine\ ^ dm 



. — V 
dxs ' dm) 



Enfin, en posant cosd = jx, ces deux équations et la précé- 
dente deviennent 



d^u dv , d , __, 

,</*<» du I d , ' __. 

_^d{'^u\li — fA*) d.'^v I 

Pour obtenir la portion V de V correspondant à Texcès 
spbéroïdal aqueux, on a (80), en supposant z développé 
en série de fonctions sphériques, 



=2z. 



4 

et remarquant que g = 5^, 



Enfin, en désignant par V la portion de V relative à Tat- 
traction des astres, il vient 
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Les éqiiations (i) étant linéaires en u, v, z ou Zy et V, on 
voit que si \' se compose de plusieurs parties^ V oscillation 
totale s'obtiendra en faisant Ja somme des oscillations 
partielles résultant de chacun des termes de "S' considérés 
isolément et successivement» 

Pour tenir compte des frottements ^ on devrait ajouter 

respectivement ^-^r' ^;t' ^ux premiers membres des deux 

premières équations (1)9 X désignant une constante, ce qui 
n'altérera pas la forme linéaire de ces équations. 

D'après le principe énoncé au n^ 131, il n'est pas néces* 
saire d'obtenir les intégrales générales des équations (i), il 
suffit d'y satisfaire pour chacun des termes de W 

134. Calcul de l'attraction des astres. — Soient M la 
masse de l'un de ces astres, à sa distance au centre de la 
Terre, ^ son ascension droite comptée à partir de l'étui* 
noxe du printemps, v le complément de sa déclinaison* En 
se reportant au n^ 118 et à la^g". i a, on trouve, en laissant 
de côté les termes indépendants de 6 et C7, 



Or, un triangle spbérique donne 

cosMO/it=:cosOsinv 4-sinOcosvcos(/i/ -*- u — tp), 
par suite 



i {i-h3cos2Ô) (sin'v cos'v ) 



' 4^* ) 3sina0sinavcos(«r-f-i!T — >|/), 

3sin'0 sîn'v cos2 {ne -j- m —'^), 

fonction qui n'est naturellement et évidemmeut qu'un cas 
particulier des fonctions sphériques Zf 
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133. Class^ftcaiion des oscillations en trois espèces. -— 
Le& trois termes dont se compose Y^ donneront lieu dha«« 
cun à un $enre particulier d^oscillations (*). 

1^ Les oscillations de la première espèce seront^ comme M\ 
indépendantes du mouvement; de rotation de la Terre sur 
elle-même, et uniquement fonctton du mouyement de 
Tastre. Comme elles seront très-lentes, l'inertie, la force 
centrifuge, les frottements, les chocs ne joueront alors 
qu'un faible rôle^ de sorte que les oscillaitons de cette 
espèce seront sensiblement les mêmes que si la mer prenait 
à chaque instant sa forme d'équilibre. On a donc, dans cette 
hypothèse, quelle que soit la loi de la profondeur, 

ou 

La fonction V étant une fonction sphériqiie ayant 2 pour 
indice, l'équation précédente montre que v ne peut avoir 
que la valeur 2, et que Ton a 

M(n-3cos2^) (sin'v cosvj 

(4) z^Z,= ■ T—J^ ' 

2^ Les oscillations de la seconde espèce dépendent essen» 



(*) Si par exemple on coniidèTe le seeaiid terme de V^, on pourra le'dé- 
Telopper, d'après la formule de Lagrange, en un« série de sinus et cosinus 
d^arcs proportionnels à des multiples de t. Les deux termes principaux du 
développement ne dépendront que d'arcs très-peu différents de nt, puisque! 
•e réduirait à ces deux termes si les coeflScients daas ¥ «t ^, qui virient très- 
lentement, étaient nuls au lieu d'être très-petits. 
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Uellem^it 4lu mouvcmant diurne^ levur pénodâ est d'un 
jour environ. 

3^ La période des oscillations de la troisième espèce est 
environ d'une demi-journée. 

Nous verrons pins foin que la différence entre les hau- 
teurs des deux marées d'tin même jour est due aux oscilla- 
tions de la seconde espèce, différence qui, d'après l'obser- 
vation, est très-petite. 

Les oscillations produites parle Soleil sont beaucoup plus 
faibles que celles qui sont dues à la Lune, en raison de la 
différence considérable qui existe entre les attractinns eicer- 
cées par ces deux astres sur un point de la Terre. Le rap- 
port entre les bauteurs des marées lunaire et solaire est de 

5 

- environ. 

136. Loi des oscillations de la mer dans Vhjpotfièse 
d^une profondeur iinigufement fonction de la latitude, — 
Nous pouvons supposer (chap. II) que la fonction pério- 
dique V est développée en une série de termes de la forme 
k cas (it+ su -^^)j i et Ç étant des constantes, s un 
nombre entier, et k «ne fonction de fi. Dans Thypolbèse 
actuelle, on satisfera aux équations (i) en y remplaçant u 
et les fonctions Zy par des termes en cos(i/-h Jcf -H(^), 
ayant pour coefficients desfoactions de {x, et v par un terme 
en sin (il^ + 5i7 +^) , affecté d'un coefficient également 
fonction de fi. Le temps disparaîtra, et il restera des équa^ 
tîons différentielles qai permettront de déterminer ces dif- 
férents coefficients. Nous poserons donc 

z^^a co» (it 4- 'o -h Ç), 
u= ^cos(/V-f-*cy-f-Ç), 
p = c sin {// -hsm-^ Ç), 

z = a'c(ys[it -i-stj -h Cj, 
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a, bj c, a! étant des fonctions de jx. La substitution^ de ces 
valeurs dans les équations (i) conduit k 

diybJi — ttO syc 

.- , . da' M 

• --/ 

ic*-i^2nib^ = — g- 



Des deux dernières de ces équations on tire 

En substituant ces valeurs dans la première des mêmes 
équations, et posant, pour abréger, 

y- y , 

on trouve 

On remarquera que si fffi^ ^ ^ (, _p«) est divisible 

par i* — 4«*fAV la valeur de a ne renfermera pas celte der- 
nière fonction en dénominateur. 

137. Examen du cas où, la profondeur delà mer étant 
supposée constante, on ferait abstraction de la rotation 
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de la Tert^. — On a 

Sapposons que fccos [it 4- o + J) soit une fonction sphé- 
rique en v et cr dPîndice v ; le terme correspondant de V 
aura pour facteur 



\ 2V + Ï/ g 



D^autre part, Tëquation (5) du n^ 73 donne, en exprimant 
qu'elle est vérifiée par a cos [it + 5(3 + {^), 

d'où il suit que 
et par suite 



Cette valeur de a étant nulle avec A, z ne se composera que 
de fonctions de même ordre que celles qui se présentent 
dans le développement de l'attraction des astres (^); en 
d'autres termes, si l'on désigne par Âr,,, iV, ^v, ^y les valeurs 
de h^ I, 5, ^ correspondant fu terme de l'ordre v, il vient, 



(**) Cette solution, comme on le voit, ne suppose pas que les astres atti- 
rants sont assez éloignés de la Terre pour que l'on puisse approximatire- 
ment s'arrêter aux termes du second ordre. 
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pour Pensemble des oscillations, 

^C V (v -4- l)^Vk , • V 

§ II. — Des OSCILI^ATIOWS de la mer PÀJIS L'HTPOTHfeSE Qfk 
ELLÏL RECOUVRIRAIT COMPI^ÉTEMEKT U^ EH-IÇSQÏDE PE 
RÉVOLL'TION PEU DIFFÉRENT d'uNE SPHERÇ, 

138. En désignant par l^tq deux constantes, la surface 
d'équilibre de la naier étaul ellç-même un ellipsoïde de ré- 
volution peu différent d'une sphère^ y est dç la forme 

/ étant la profondeur à Téquateur, et Ton a 

139. Des oscillations de la première espèce, — On a 
5 = o, et les différents éléments de U que§lion sont indé- 
pendants de tj. Supposons que a soit représenté par une 
somme finie de fonctions sphériques de rang pair, et soit 

Pjv satisfaisant à réquatioQ (5) du n° 73, ou à celle du n** 81, 
d 

{a pOPtiou de a' relative à la, pes4ptwr ^ex9k 



j^(,4.j,>)'^j^.av(2.,»4'i)==Q. 



et la portion de a' relative à l'action de$ astres sera de la 
forixiç P,. 

Maintenant, au lieu de supposer que la cdnstaute ^ est 
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donnée, considérons-la comme indëiermînée, en assujettis- 
sant (136) les coefficients arbitraires des fonctions P à la 

condition que -7- {i T-y''*) soît divisible par i — 4^'f^*« 

On obtiendra une relation entre ces v -f- 1 coefficients : Fi- 
dentification des termes semblables des deux membres de 
l'éqnation (5) fournira v + i antres relations qui, avec la 
précédente, permettront de déterminer q et ces v -4- 1 cbef- 
Bciénts. 
Soit Qf**** le terme de a ayant le plus fort exposant^ le 

terme du degré le plus élevé dans — — • (i — .- fx*) sera 



i'-j^.) 



2vp«+»; 



aprè« la division, le coefficient du terme du degré le plus 
élevé qui est en fx"^* sera 






Enfin le coefficient de fx*^ dans le second membre de l'équa- 
tion (5) sera 

et, comme il doit être égal à Q, il en résulte 



9 = - 



(-^-0(-4VT7)^^ 



L'identification des autres termes de Téquation (5), jointe 

à la condition de divisibilité par i^-^^n^iA^^ fera connaître 

les coefficients inconnus de z, et par suite les oscillations 

dépendant du terme k cos (it-i-^) de Tattraction. 

n^ ' . ' 

Le rapport — de la force centrifuge à l'équateur à la 
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pesanteur n^étant q^^'-o-» on voîl qu'en prenant pour v 

un nombre tel que la où iS, ^ sera assez petit pour pouvoir 
être négligé, et Ton aura approximativement la loi des 
oscillations de la mer dan» le cas d'une profondeur con- 
stante. 

Le terme de, V correspondant à la rétrogradation de la 
ligne des noeuds de la Lune, donnera pour c une grande 
valeur, en raison de la petitesse du coefficient i de t dans 
ce terme, et qui se trouve en dénominateur dans c. 

Nous n'aurons pas â tenir compte dans la suite de cette 
solution, puisque, au n° 135, nous avons donné les oscilla- 
tions de la première espèce, indépendamment de la loi de 
la profondeur de la mer. 

140» Des oscillations de la seconde espèce > — On a 
5 = I , et chaque terme de V est de la forme 



t étant peu différent de n. Supposons que 



ar=ijL ^i— p^(Po-f-Pi-+-. . . -h P,v-.0>. 



jtiv^i — /x*P|v-.îC0s(if H-CT-h Ç) étant une fonction sphé- 
rîque de Tordre av — a. On aura 

.•=,VT=?[p.(.-^)+P.(.-^)-K... 

Si, de même qu'au numéro précédent, on détermine q 
de manière à rendre 

.^naa' da' , 
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difisifclepar I* — ^^4^*^^') le second membre de l'ëquaiion (5) 
n aura plus de dénominateur ^ car, en posant 

on reconnaîtra sans peine que la «ouime des termes du 
second membre renfermant v^i — a' en dénominateur sera 

On verra d'ailleurs, comme plus haut, que Ton aura le 
nombre voulu d'équations pour déterminer q et les con- 
stantes arbitraires des fonctions P. 



Soit Qfx*^~* \/i — j!jl' le terme de a du degré le plus élevé 
en fx; le terme correspondant de a' est 

et Ton trouve, pour le terme semblable du second membre 
deTéquation (5), 

et, en Tégalant au terme correspondant de a, on obtient 

En supposant i=^n^ q sera indépendant des différents 
termes du développement de V, condition indispensable 
pour que la loi de profondeur obtenue soit admissible. 

Si l'on prend v assez grand pour que t soit ^négligeable 

vis-à-vis de 2v'-f- v, on retombe sur la même loi de pro- 
fondeur qu'au numéro précédent. 

20 
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14i . De la diffemnce entre les deux marées d^unméme 
jouP\ — « Si ,nou8 supposons i c=: /i, v ss 2, on a 

Cl, en substituant ces valeurs dans l'équation (S), on 
trouve 

et, pour le terme corrc^spondant de Zj 

La somme des termes A cos {îi -f- a -H ^) étant Jedévelop- 
pement de V, qui a ici pour valeur 

•3 M 

— j- sinvc08vcos(«f -f- o — sj)» 

il vient, pour là valeur totale de z, relative aux oscillations 
de la seconde espèce, 

6 M iqsinB côs sîn v cos v ces (;yf -h cr — ^]/) 

quelle que soit la valeur de la constante ^, et les oscillations 
seront nulles si 9 =:= o ou si la profondeur est constante. 

La différence entre les deux marées d'un même jour dé- 
pend des oscillations de la seconde espèce. En effet, selon 
que M passe au méridien supérieur du lieu ou au méridien 
inférieur, on a 

/!/ 4- cf — i|; =r o ou nr H- Bï — ^ = l8o*. 
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Poar cts valeurs Texcès d'une ^arée sur l'autre est 

laM /^/sinOcosd sinvcosY ^ 

L'observation montre qae cette différente est trës^petité 

on que Iq est très-petît par rapport à —9 ou encore que la 

profondeur de la mer est sensiblement constante. LedénO» 
mihateur de la fraction précédente étant alors négatif, si, 
comme parait l'indiquer l'observation, la marée due au 
passage supérieur de Tastre l'emporte sur l'autre, Iq sera 
négatif, et la mer serait plus profonde aux pôles qu'à Té- 
quateur. II ne faut pas perdre de vue que cette conséquence 
suppose que la mer recouvre un eUipsoïde de révolution^ 
' ce qui n'est pas.le*cas de la nature. 

De la valeur de P« ou de a on déduit fadlement 

"' ^ 7 3~\ * * ^^ 7 ^~\ * 

et, par suite, 

3M sin Y cosY cos f/if -h o — x]/ ) 
« r= i Li , 

3 M cosOsinYcosY 



2/^9 



(-1.)- 



Telle est la solution complète du problème des marées 
de la seconde espèce, lorsque l'on prend la forme ellipsoï- 
dale pour la surface du noyau terrestre. 
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142. Des oscillations de, la troisième espèce. — D^ns 

ce cas, 5=2; soit 

(i — /x') Ptv^t cos (lï + 2CJ -h Ç) étant une fonction sphé- 
rîque de Tordre 2v — a. On a 

.=,._,.,[..(._|)....,P._.(._^)_£]. 

Continuons à considérer ^ comme une inconnue et expri- 
mons que ^—(^ (i — r jx*) — est divisible par £• — \n^\»^y 

on aura, comme plus haut, par l'identification des termes 
. des mêmes puissances de /x dans les deux membres de Të- 
quation (5), le nombre voulu d'équations pour détermi- 
ner q et les arbitraires de fonctions P. Le dénominateur 
(i — ij}) disparait du second membre de la même équation ; 
car, en posant 

û'=(i-p^)F, 

on trouve que l'ensemble des termes affectés de ce dénomi- 
nateur équivaut à 4 (ï — f*')ê'7'F q^î ®st bien divisible 
par(i — fx«). 

Soit Q fx***""* le terme du degré le plus élevé en jx de Ptv-«*? 
le terme correspondant de a' sera 

•et celui du second membre de l'équation (5) 

S(- + -*t)(-4^)«(-'")^--' 

en égalant celte valeur à Q(i — jx*)/!*""*, et remarquant 
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que -7- est sensiblement égal à Tunité, on trouve 
9 = 



'K-4^)^"'"'*^'> 



et Ton pourra déterminer pour cette loi de profondeur les 
! oscillations de la troisième espèce. 

I Cette valeur de g est identique à celle que nous avons 

trouvée au n^ 140 en étudiant les oscillations de la seconde 

! espèce. 

I . . '■ . ' ' ' ■ 

143. Loi des oscillations de la troisième espèce dans 

r hypothèse d^une profondeur constante. - — Nous avons 
vu (140) quç, pour satisfaire aux observations, il faut sup* 
poser que la profondeur de la mer est à peu près constante, 
ce" qui revient à admettre que le noyau est sensiblement 
sphérique.Dans ce qui suit, nous supposerons la profondeur 
constante, et de plus que a, y, ^ varient avec assez de len- 
teur relativement à a «f pour qu'on puisse les traiter comme 
constants. Enfin, nous ri^lîgerons le rapport p de la den- 
sité de ja mer à celle de la Terre, qui affecte de ^ au plus 

le premier terme du développement de a', et d'une fraction 

pluLS faible qui va en diniinuant pour les autres termes. 

Si l'on fait 

« = a C0S2 («/ -h cr — 4')» 
on a 

En posant 

i--^pi'^sin^Ô=:^% 
et remarquant que 

7=7^-r7 7\' ^ = 2/1, .V=:2, 

Téquation (5) donne, 

iPa da i , 2/2* \ 6M , 

' da9 d,T y- ig I- k\g 
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Supposons que a soit développable en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes paires de a:^ 
et soit 

« = A, jc»-hA, j:*^^A,a?«-f-. . . -HAya:"»-!- A v-».,«'"-*-»-4- Àv+, j:«-»^H- . . . 

ce développement. En le substituant dans l'équation pré- 
cédente, on trouve 

3M , 
A, = j— - cos^v 

Ai»4.| ig 

pourvoi. 

Ce dernier rapport peut dono se développer en fraction 
continue, et l'on trouve ainsi 



Ay^.! 




a*' 




A- 


av+3v é^H. 




(v'4-3») 




f«_ui\ij_3 


4«' [(,+.)»H-3(v + i] 



Il suit de là que a sera de la forme ' 

fl = A.ar»F(x)= ^ cos'v.«»F{ar>, 

V{x) représentant une série. ordonnée suivatit les puis- 
sances ascendantes de .r, mais dont les coefficients sont in- 
dépendants de v. 

En supposant V = i et successivement 

3W^ 3/î' ^ 2/î' 5 

^S' ^ê: ig ^ 

ce qui correspond aux profondeurs 

f ^ f ' / — _!___ 
2890 . 722,5 3o^,25 
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par rapport au rayon terrestre, le rapport — de la force 
centrifuge à la pesanteur à Téquateur étant pris égal 
à -jr-j on trouve pour les trois hypothèses : 

F{x) = i,oooo 4- 20,18620?' 4- 10,11^4'^ — i3,io47** 

— 15,44^'^ — 7,456xa;'» — 2,i975jt" — o^/iSotJt** 

— 0,o687J:'* — 0,0082X'"— 0,OOo8-c'* — 0,00014?*% 

F(x) = 1,000 4- 6,1960x^4- 3,247,4^* -f- o,7238wr:« 
4- o,o9i9x*4- 0,0076a;*» 4- 0,0004 oî'*, 

F(x) = i,oooo4-o,75o4«*-f o,i566x*4-o,oi574«*-ho,oooga:». 

Si Ton réunit les oscillations de la première et de la 
troisième espèce,- les oscillations de la seconde étant 
nulles {140) dans Thypothèse actuelle, on devra (135) em- 
ployer la formule 



n= 7— 7- (sin'v cos'v 1 (i + 3cosîd)4-acos2(/rr+i 

4a» g' \ 2 ;^ 



.4,). 



Soit m la vitesse angulaire sidérale moyenne du Soleil; 
on a pour cet astre, en supposant son mouvend^nt circu«- 
laire, 



d'où 

3 M^ _ 3yi« «» 3 

4 A'g "" 4g ' «» "^ 4. 289. (366,26/' 

Cette quantité est une fraction du rayon terrestre que 
nous avons pris pour unité; en choisissant maintenant 
le mètre pour unité, il faut multiplier la valeur précédente 
par le nombre de mètres que renferme ce rayon ou par 
6 366 200 mètres, ce qui donne 

3M 

7-7- = o"», 123 16. 
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Le rapport de la mas^e de la Lune, divisée par le cube 
de sa distance moyenne à la Terre^ à la masse du Soleil 
divisée par le cube de sa moyenne distance à la Terre, 
étant égal à 3, on a, en accentuant les lettres pout* la Lune, 

3 M' 
7~>r- = 3xo™,i23i6. 

Ou déduit de là, pour Toscillation totale due àTaction com- 
binée du Soleil et de la Lune, 

, = oM.3.6^ j 

X ( sin' V cos^v -h 3 sin' v' cos*v' | 

H- 3cos'v'cos2(//r-hci — •»{*)]x'F(a:). 

Supposons que le Soleil ou la Lune soient en opposition 
ou en conjonction dans le plan de l'équateur, la haute et 
Ia basse mer répondant à 

I o" 

2/1^ -i- 2CT — 2 ^{;= - 



i8a«, 

et revenons aux exemples numériques étudiés plus haut« 

Pour / .= -^ — » la différence des deux mers à Téquateur est 

de 7"*, 34, et l'on reconnaît que, entre réquateùr et le 
i8* degré où la différence des deux mers est nulle, la 
haute mer a lieu lorsque les deux astres sont à l'horizon, 
et la basse mer lorsqu'ils passent au méridien, d'où résulte 
ce fait singulier, que la mer s'abaisse sous les astres qui 
Tattirent. Du i8® degré au pôle, la haute mer se produit 
lors du passage au méridien. 

Pour /= — — r» /= ^7; =? la haute mer a toujours 

922,5 3oi,25 ** 

lieu lors du passage au méridien, et la différence des deux 

mers sous l'équateur est de ii^joS dans le premier cas, el 

de 1*°*, 90 dans le second. 
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Si la profondeur de la mer augmente, z diminue jusqu'à 
la limite correspondant â / = oo , et pour laquelle 
3M , 3M' , , 

on trouve alors que la différence des deux mers à Téqua- 
teur, lorsque les deux astres sont en conjonction dans ce 
plan, est égale à o"',g85'28y ce qui est une limite inférieure* 
La valeur ci -dessus de a n'étant autre chose que celle 
qui conviendrait au cas où la mer prendrait à chaque in- 
stant sa forme d'équih'bre, nous sommes naturellement 
conduit à étudier directement cette question, sans aucune 
des conditions restrictives établies au commencement de 
ce numéro, et en tenant compte simultanément des trois 
espèces d^oscillations. 

144. Forme d^ équilibre que prendrait la mer sous 
Faction du Soleil et de la Lune, — Dans ce cas, on a 

or, la portion de V dépendant de l'action des astres est une 
fonction sphérique du second ordre, comme Zt^ l'autre 
portion, relative à l'excès sphéroïdal, est 

d'où il suit que z doit se réduire à Zj, et que la forme 
d'équilibre est à chaque instant un ellipsoïde. On trouve 
ainsi 

r— r 1 T (siu^V COSvMfl 4-300826) 



•l-¥) 



^AMI — 



3 

-h 7COs'vsin*0cos2(/ï/-|-cr — i};) 

-h 3 sin V cosv sin cosô cos (nt-+- sr — ^) 
+ les mêmes termes relatifs à la Lune X 3 |« 
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Si le Soleil et la Lutie sont en conjonction avec la même 
déclinaison, rexcès de la bante mer relative à midi sur la 
basse mer qui la suit est 

6M 

-r-sin*ôcos*v(i +2tangTcotO), 



^V 



(-Ï) 



et Texcès de la haute mer relative à minuit sur la J^asse 
mer, 

6M 



A^^ 



(-^) 



sin'ô cos^v (i — a tangv cotô). 



. , ,14" 2tan&vco^& 

Le rapport de ces excès, ^ » serait environ 

"^■^ 'i — 2taogvcot8 



à 8 pour V = ^y et = 48° a3' aa'', colatîtudc cor- 
respondant à Brest. Or, l'observation indiquant que ce rap- 
port est très-voisin de Tunité, on voit que l'hypothèse ac- 
tuelle est inadmissible et qu^il est important de tenir compte 
de Tinertie de la masse fluide, de la rotation de la Terre et 
du mouvement des astres attirants. 

§ m. — Lois générales des slinÉEs. 

145. En supposant que lé noyau terrestre soit un ellip- 
soïde de révolution , nous venons de voir que la marée 
aurait lieu précisément à Fi ni tant du passage de Fastre con- 
sidéré au méridien du lieu, ce qui est contraire à la réalité. 
Il nous reste maintenant à voir quelle influence peuvent 
avoir sur le retard des marées les variations de la profon- 
deur de la mer en longitude et en latitude, indépendam- 
ment des résistances que nous avons négligées et qu'il est 
impossible de soumettre au calcul. 

Nous n'avons pas à revenir sur les oscillations de la pre- 
mière espèce, que nous avons déterminées au n** 135, quelle 
que soit la profondeur de la mer. 

Concevons que la portion de V relative à rattraction des 
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astres soit développée en nne série de cosinus d'arcs mul- 
tiples du temps, et soit it Fun de ces arcs. On satisfera aux 
équations (i) en posant 

s = FcosiV + Gnniïy 

gz-'\z=^V eo$i7 -h G' $in it. 

(6) { 

* * «z=:Hços/r + Ksm/r, 

I» = P cos/r -h Q sin rV, 

F, G, ¥\ G\ H, Ky P, Q étant des fonctions inconnues 
de fi et cr. 

La substitution de ces valeurs dans les mêmes équations, 
par rélimination de H, K, P, Q, donne 



F = 









df da da 



df dy. (,_p»)(<'^4«»^') 



i«.^\^/3— 4;,y>j 



? — ^n^jt} d^^ i diL dm 

et une autre équation qui se déduit de cette dernière, en y 
changeant F en G, F en G', et réciproquement, et les 

signes des termes en -r-* Pour avoir nne solution complète 

du problème, il faudrait remplacer F' et G' par la somme 
des valeurs correspondantes relatives à Faction, des astres^ 
et de Fattraction de la couche aqueuse. Cette dernière dé- 
pend, comme on le sait, des développements de F et G en 
fonctions sphériques de cr et ft, et que Ton déierminerait 
par Fidentification des termes semblables, si le calcul ne 
présentait pas des difficultés insurmonubles. 

146 i, Loi des profondeurs pour laquelle les oscillations. 
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de la seconde espèce sont nulles pour toute la Terre. — 
On a par hypothèse F = o, G = o, et, d'après le n^ 134, 
F' et G' sont de la forme 



F'= Nfxv^i — p'cosbj, G'= — Npv/i — fx^sino, 

N étant une fonction du temps indépendante de xs et de /a. 
La substitution de ces valeurs dans les équations du numéro 
précédent conduit à 

/ drf tt sin ci df 

OrrrcOSCTi/' — g» ^ -4-. T ■ .-^^ 

o==sinf!iv/i — p»-/ 7 .ZZ, 

d'où 

Les oscillations de la seconde espèce né pourraient donc 
disparaître pour toute la Terre que si la profondeur de 
la Terre était uniforme, résultat déjà vérifié au n° 141, 
dans un cas particulier. 

147. Loi des profondeurs pour laquelle les oscillations 
de la troisième espèce sont nulles pour toute la Terre, — 
On a F =o, G = o, / 1= an, et (135) F, G' sont de la 
forme 

F' = N(r— fA')cos2cï, G' = — N (i — fA»)«n2«j, 

N étant une fonction de t indépendante de fji et de cf. Les 
équations du n^ 145 deviennent 

, (i -4- u') -y^ sinaia: 

o = -^ — -h L—i- COS2IJ H ; ) 

dy 
- (»-+-f') -r^cos2cj. 
27Sin2CT ad'/ . ^ '^ ' rfcr 
o = -i ^4- C^sin2Bi 9 

I — |X' dfL 2{l — fX^'j 
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d'où 



et 





0, 





= - 


27 






•y 


= A 


.li 


-,^) 





A étant une constante arbitraire. Pour |x == o, 7 devenant 
infini, // njr a aucune loi admissible de profondeur qui 
puisse rendre nulles pour toute la Terre les oscillations 
de la troisième espèce. 

148. Expression de la surélévation de la mer dans 

chaque port, -*- Pour les oscillations de la seconde espèce^ 

CD pourra remplacer dans les formules (6) siniet cost par 

M . . M 

— sînT cosv sin(/ïf — ^) et — sinvcosvcos{n£ — ^)5 car, 

par la substitution dans les équatiops (i), la diiïérentîation 
à,es facteurs en y ne donnera que des termes du même 
ordre de grandeur que la vitesse angulaire de Tastre con- 
sidéré, négligeables par rapport à ceux qui proviennent de 
la diâerentiation dejs sinus et cosinus de nt — -.^ ; cela 
revient à considérer v comme constant, et il disparaîtra de 

1Vf 

même que -j des équations (i). Il suit de là que, si Ton 

néglige la variation de ^ comme celle de y, la portion de z 
relative aux oscillations de la seconde espèce sera de la 
forme 

— ^ smvcosvcos (/iz-f-u — y —6), 

A et 6 étant des fonctions de fi, ex, dépendant uniquement 
de n et de la loi de la profondeur de la mer. En appliquant 
le même raisonnement aux oscillations de la troisième 
espèce, désignant par B et A des fonctions analogues à A 
et 6, et tenant compte simultanément des attractions du 
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Soleil et de la Lune, il vient 






(7) 



sin V cosv cos {nt-^zr — 4^ — 6) 

M' 1 

-h -y- sin v'cosv' cos [nt-i- a — y — 6) 1 

[M' 
— cos' V cos 2 (/ir 4- «J — ^ — -X) 

M' "1 

4- -7jcos»v'cos2(/îf-i-o — 4*'-^^) I» 

expression à laquelle il conviendrait d'ajouter les fermes 
relatifs aux oscillations de la première espèce. 

D'après cette formule, on voit que l'instant da maximum 
ou du minimum d'une oscillation peut être di0!$rent de celui 
du passage au méridien de l'astre qui la produit, ce qui est 
conforme à l'observation ; mais le maximum et le minimum 
des oscillations d'une même espèce suivraient d'un même 
intervalle les passages de leurs astres respectifs , ce qui n'a 
pas lieu. Il faut donc supposer que X et 6 ont des valeurs 
différentes X' et S' pour la Lune. L'hypothèse la plus simple 
que l'on puisse faire sur la loi de variation de ces con^ 
stantes consiste à supposer qu'elles varient proportionnel- 
lement à la vitesse angulaire de l'astre. En désignant par y 
et T deux constantes pour le port considéré, par m, m' les 
vitesses angulaires du Soleil et de la Lune, nous poserons 

les constantes y et T ne paraissant dépendre que des iné- 
galités du fond de la mer et de la plage. Nous pourrons 
admettre qu'elles ont la même valeur pour les oscillations 
de la seconde espèce, ce qui revient a supposer que 
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Le coefficient B ne parait pas devoir être le même pour 
le Soleil et la Lune, et,^ en admettant qu'il varie suivant la 
même loi que l^ nous aurons 

B = P(i — 2111Q), 
B'=:P(i — am'Q), 

P et Q étant des constantes pour un même port« Les 
oscillations de la seconde espèce étant beaucoup moins 
sensibles que celles de la troisième, on peut y négliger le / 
terme équivalent à 2mPQ ou am'PQ, qui est déjà très- 
petit, ce qui revient à supposer que A a la même valeur 
pour les deux astres. 

Cela posé, la formule (7), en tenant compte des oscilla- 
tions de la première espèce, deviendra 

= -W— 37r -,(i--3sin'v)H--(i^3sin«v') 

-^ sin voosY ros(«f 4-cr— -»[»— X) -+• —sin v'cosv' cos (iif4-o-«+'— ^') 1 

m —cûs'vcosa {lïH-cr — ^ — )r)-f-#Ji' — co$»v'co6a(n/-f-w— 1|»'-— V) I 

tM M' 1 

-^ COS'V C082(;i/-4-IJ ^ ■-->) H 7j cos»v'cos2(/t/-|- W — ^i'— V) j . 

Dans le second et le quatrième terme, on devra substituer 
à X et X' leurs valeurs ci«-dessus, et tout simplement y dans 
le troisième, en remarquant que le produit PQ X T, dont 
les deux facteurs sont très-petits, est négligeable. 

Laplace a discuté avec beaucoup de soin cette formule 
empirique, et a montré qu'elle s*accorde très-bien avec les 
faits observés. Mais comme cette discussion n'a rien d'in- 
téressant au point de vue théorique, nous ne nous eu occu- 
perons pas et nous renverrons, pour cet objet, tin% œuvres 
mêmes de cet illustre savant. 
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§ IV. — Des oscillations de l^atmosphèke. 

149. Loi des pressions dans V atmosphère supposée en 
équilibre, — Si Ton. fait abstraction de la variation de la 
température de Fair à différentes latitudes et altitudes, on 
a entre la pression p et la densité p ]a relation 

P = ^S?y 

g étant la pesanteur à lequateur par exemple, et / une ' 
constante. Cette relation, déduite de la loi de Mariôtte, 
donne à l'atmosphère une hauteur infinie; mais, à une très- 
petite hauteur, sa densité est si petite, qu elle peut être 
considérée comme nulle. 

La constante / représente la hauteur qu'aurait l'atmo- 
sphère, si elle avait en tous points la même densité qu'au 
niveau de la mer; elle est très-petite par rapport au rayon 
de la Terre, dont elle n'est guère que la 8oo' partie (*). 
Avant d'aller plus loin, nous rappellerons que l'équilibre 
de la mer exige que la pression à sa surface, et par suite la 
densité de la couche d'air adjacente, soit constante. 

On a, pour une molécule de l'atmosphère située à la dis- 
tance r du centre de la Terre, Q ein continuant à avoir la 
même signification que plus haut, 

/fV r dp 

• — . sin'ô H- V = I -^ -+- const. = Iglo^p -h const., 



(*) La pression d^une atmosphère sur i mètre carré étant io336 kilo- 
grammes, et le poids du mètre cube d'air à o degré i'', ^t on a 

, io:^3r> ■ _ 
• '=--^ = 7951, 

soit ^ — du rayon terrestre. Pour une température plus élerée, l aurait une 
valeur plus faible. 
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V étant le potentiel d& aux attractions des éléments maté* 
riels de la Terre eldeFatmosplière, sur la molécule consi- 
dérée. 

Soit R le rayon vecteur de la surface de la mer corres* 
pondant à r, et posons r = R-hA5 h sera, en négligeant 
l'aplatissement du à la force centrifuge, ou les termes de 

l'ordre — —9 la hauteur de la molécule au-dessus de la mer ; 

et comme, à une très-faible hauteur, la densité p est sensi- 
blement nulle, h sera supposée une très-petite fraction 
de R. On peut par conséquent poser 

dr dr^ 2 

V étant la valeur de V à la surface de la mer; il vient donc 

«/ /f»R»sin«e , [dV _ . \ 
ig log nep p H- const. = V H h h ( -^ — h /i>RsiD>a J 

h* rf»V' 

H 

2 dr^ 

Or, à la surface de la mer on a, 

n'Rs 

V H sin*9 = const.; 

2 

d'autre part, — ( -^ h /i'Rsin'9 j est Texpression de la 

pesanteur apparente aux différents points de cette même 
surface et que nous désignerons par ^. Quant à la dé- 

d^V 
rivée -^-T' comme elle est multipliée par le facteur très- 

petit — > on peut la calculer en négligeant la force centrifuge 

et comme si la Terre était composée de couches spbériqucs, 
ou poser, m étant la masse de la Terre, 

"" £/r "" R»' 



= _?€=: -îl'. 



rf»V'__2«^ 
dr^ '^ R* R' rT 

21 
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Il vient donc 



/^logp = const. — ^A h -h - K 



E étant la base du système de logaritïmes népériens, et II 
la densité de l'air à la surface de la mer. 

On voit ainsi que les couclies d'air de même densité 
sont partout également élevées au-dessus de la surface de 

la mer, aux quantités près de l'ordre •- ^ ^ 9 qui, dans le 

calcul de la hauteur des montagnes, ne doivent pas être 
négligées. Mais pour l'objet que nous nous proposons ici, 

^ A 

nous pouvons supposer — = i, et négliger— devant l'u- 
nité, ce qui revient à poser 

(•' P = nE~*' 

comme au chapitre 'VI, et, pour les mêmes motifs (H7), 
nous ferons abstraction dans ce qui suit des attractions 
mutuelles des molécules de l'atmosphère . 

150. Loi des petites oscillations de ratmosphère* — 
Reportons-nous aux notations et à la formule (A) du 
n^ 132; on a ;^' = lgp\ et, en accentuant les quantités z, 
u, f^ pour les distinguer de celles qui se rapportent à la 
mer, on roh facilement que cette formule peut ^'écrire 
sous ,1a forme 

/ dp' d^u'\ ^^ 

-f- 2/1 cosô ) rdB 

\ ^^^ ^? / 

— gdz' -i-n^d (z'sin^e) + rf V = igd log/>', 
V étant le potentiel relatif aux attractions du Soleil et de la 
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Lune. Or, comme nous supposons que r diffîre très^peû 
de R, nous pourrons, dans les deux premiers termes de 
cette équation, remplacer r par R, ce qui revient à né- 
gliger les termes de Tordre hv\ hsi . • • , qui sont très-petits. 
D'autre part, la force centrifuge difière très«>peu de celle 
qui a lieu à la surface de la mer et est négligeable, comme 
cette dernière, par rapport à la gravité* U vient donc, en 
posant jy = p(i + 7)9 <J étant une petite fraction dont 
nous négligerons le carré,- 

log/?' = log/? 4- q 

et 

[ \dî dt ] dt^\ 

I d^ d^u'\ 

4- R f ayf cosô— — -^\ dO ^ dW ^ gdlz'-^ Iq). 

Pour obtenir Téquation de continuité, il faut exprimer 
que rélément de masse — psinO dOdzjr^dr ne change 
pas quand p, d, u, r reçoivent des accroissements p' — p = ^> 

(. ^;:^^«\ 
dtf -h -^ y (p -f- *) — pr» sin 9 drdvjdB = o, 

d!où 



(1 d,n' I d.u' sin^ i </p'\ 
-I . 1 J 
r dr sidG tir cosO dvj 

Or, 

(p^s)lgt=:p'=:p{i^q), 

d'où 



ai . 
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par suite, 

\\ '^"^ r\r rfr "^ sinO d^ sînô'w^J* 

Supposons maintenant, sauf à vérifier ultérieurement si 
cette hypothèse est admissible, que les molécules d'air si- 
tuées primitivement sur un rayon restent constamment 
en lîgoe droite avec le centre de la Terre dans l'état de 
mouvement, et que le dép^acement suivant cette direction 
soit le même que pour les molécules de la mer \ on a 
^'=z', z est négligeable par rapport à u', j/', * comme 

devant w et p (133), et Ton admet que —t - sont indépen- 
dants de r. L'équation de continuité (3) devient 

(.4) 

et l'on voit que Iq conservera la même valeur pour toutes 
les molécules situées sur le même rayon. 

L'équation (3) sera satisfaite par l'hypothèse précitée 
ou du moins approximativement-, car son second membre, 
d'après ce que l'on vient de voir, est indépendant de r, il 
en est sensiblement de même pour Y, et dans les autres 
termes on peut remplacer sous le signe de la dérivation 

^ , j. , RV R'«' 
Rv»', Rw' par > 

En prenant R pour unité, et, pour simplifier les for- 
mules, représentant les déplacements angulaires -> —par 

v' et m', ce qui revient à supposer r = i, les équations (a) 
et (4) deviennent 

/ / du' ^ dW\ . ^ . 

(5) ^ '' '"' 

\ I dv' fl'u'\ 

j +U«cosÔ~- — J£/0-fr/V = 5^^(3 4- /y), 

/ /^.a'sinO dv'\ 



I 
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L'équation (5), en vertu de rindépendance des varia- 
tions de 9 et cr, se décomposera en deux autres, qui, 
jointes à l'équation (6), permettront de déterminer u'^ 



151. Variations de la hauteur barométrique. — La 
hauteur barométrique est proportionnelle à la pression de 
l'air sur la surface du mercure ou à Igp. Mais cette sur- 
face est successivement exposée à l'action des diverses cou- 
ches de niveau qui s'élèvent ou qui s'abaissent avec la sur- 
face de la mer. Ainsi, la hauteur barométrique varie 
avep jO : 1° parce que cette densité est celle d'une couche 
de niveau qui, dans l'état d'équilibre, était moins élevée 

de Zy d'où la variation — z -j- = — jz de p\ 2*^ parce que 

la densité d'une couche varie dans l'état de mouvement de 

5=iqp. La variation totale éprouvée par p étant j (^ 4- 'y ) , 

h désignant la hauteur barométrique correspondant à l'état 
d'équilibre, les oscillations du mercure seront représentées 
par 

(7) 7(2 + '^), 

et seront ainsi semblables pour toutes les hauteurs au-dessus 
d'un même point de la Terre, lorsque la raréfaction de l'air 
ne sera pas trop forte. 

152. Hypothèse d'une mer d'une profondeur con- 
stante. — Soit y la profondeur de la mer, et posons 

Les équations (5) et (6), eu égard aux équations (i) 
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du ti^ 133, se réduiseni à 

^ . , l { d.u'smB . dp'\ 

Ces deux équations sont celles des oscillations d'une mer 
de profondeur constante /, et Ton est ainsi ramené k une 
question précédemment étudiée. 

Les variations éprouvées par la hauteur barométrique 
seront données par la formule (7) qui devient 

^ ^ /(/_7) 

153. application. — Pour nous faire une idée des 
oscillations du baromètre^ nous supposerons la tempéra- 
ture telle que 



ce qui est l'une des profondeurs de la mer pour laquelle 
nous avoïis.donné (143) la valeur de js, qui sera dans ce cas 
celle de xf' multipliée par le rayon terrestre on par 
6 366 aoo mètres. Nous supposerons de plus 

' 36i ,a5 

ce qui est encore l'une des profondeurs considérées au 
même numéro; la valeur de z sera celle qui est relative à 
cette profondeur, également multipliée par le rayon ter- 
restre. En ayant égard à ces valeurs de /, 7, z^ z!\ suppo- 
sant h sa 0,769 on aura, pour déterminer les oscillations 



OB XÉCAKtQlTE CÉLESTE. 3 27 

du baromètre, 

k[h"—^'z) kj ^. ^ ,/H-3cos2G\ 

X ( sin» V — - cos' T -h Ssîn'v' cos'v' ) 

4- 0,0000 io623sîn*Ô[cos*v cos2(/tf-h w— *+) 

-h3odg»v'co$2(/i/-f^— 4»')] 

X (1,0000*— 4>6952sm'0 — 2,9342 SHi^^ 

— 0,6922 sin«0~o,o899sin* 6—0, ooyGsin'*©). 

Si Ton suppose le Soleil et la Lune en conjonction ou en 
opposition dans le plan de Téquateur, on trouve o'°'^,63o5 
pour Tamplitude des oscillations de la colonne mercu- 
rielle. 

4S4. Fent produit par le Soleil et la Lune. — L'attrac* 
lion du Soleîl et de la Lune doit produire un vent corres- 
pondant au flux et au reflux de la mer. Proposons-nous de 
déterminer Pintensité de ce vent dans les conditions parti- 
culières que nous venons d^étudier. L'ëquation (5) donne, 
en y feiisant d = 90 degrés, 

OF, 

S 4- /^ S 2S — s", 

etdephis(143) 

— = — 2^Xo",i23i6[cos'vsin2(«r-f-i!i — if) 

-4-3cos'v'sin2(iifH-Br — >(»')], 

et en remplaçant z^ z^ par leurs valeurs, 

•^-y = — 2^ X i,o369[co8'vsin2(/i^ -4- nr — 4») 

-h 3cos>v'sin2(#»/-f- o — Y)], 
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ce qui donne, en intégrant et considérant y, t^ (p, 4^ 
comme constantSi 

d^ = H^r-f> -^ ndt. i",o369[cos*vcos2(«*-4- CT — ^) 

-f-3cos'v'cQS2(/i^H-Bj >[»')], 

H étant une constante.arbitraire. 

Si Ton suppose que dt représente une seconde, ndt sera 
environ la cent-millième partie d'une circonférence; de 

plus, — est r=r— » du rayon terrestre que nous avons pris 

pour unité, et que nous introduirons explicitement dans 
la formule en le désignant par R ; nous aurons ainsi 

. Rrf/ = RH<//-4-o,oi883[cos»vcos2(w^-f-isi — ^) 

4- 3 ces' v' cos ti {/?; -h cF — >!»' )]. 

Si la constante H n'était pas nulle, il se produirait i| 
Téquateur un vent constant, et Ton aurait ainsi une expli- 
cation des vents alizés ; mais comme cette constante dé- 
pend des conditions initiales du mouvement, elle a du 
disparaître depuis longtemps, par suite des résistances de 
diverses natures éprouvées par l'air en exécutant ses oscil- 
lations; on doit conclure de là que les vents alizés ne 
sont pas dus à l'action du Soleil et de la Lune sur Patmo- 
splxère. 

Si les deux astres sont en conjonction ou en opposition 
dans Véquateur, on trouve Rrfi^' = o^'jO^BSa, ce qui est le 
maximum de la vitesse de Fair due à l'attraction du Soleil 
et de la Lune. 

Si l'atmosphère recouvrait immédiatement le noyau ter- 
restre, son mouvement suivrait la même loi que celui 
d'une mer d'une profondeur constante, et (141) les osciU 
lations de la seconde espèce disparaîtraient. 

1^. Résultais de V observation. — La variation de la 
Railleur haron^étrique due au flux solaire redevenant 
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chaque jour la même i la même heure, ce flux doit se con- 
fondre avec la variation diurne sans qu^on puisse l'en dis- 
tinguer. Mais il n en est pas de même des variations baro- 
métriques dues au flux lunaire, qui, se réglant sur les 
heures lunaires, ne redeviennent les mêmes aux mêmes 
heures solaires qu'après un demi-mois lunaire. Laplace, 
en discutant les expériences exécutées par Bouvard à l'Ob- 
servatoire de Paris, aux syzygîes et aux quadratures, du 
i" octobre i8i5au i®"" octobre 1823, en remarquant que 
les flux partiels lunaires dépendent de la déclinaison de la 

Lune et de sa parallaxe, a trouvé —^ de millimètre pour 

l'amplitude du flux total et 3 -^ heures pour Tinstant de 

son maximum du soir aux syzygies. Il a pris pour point de 
départ la formule empirique du flux de la mer que nous 
avons donnée au paragraphe précédent, et il a reconnu 
que la probabilité avec laquelle les observations de Bou- 
vard indiquent un flux lunaire atmosphérique est de ^~' 



^0 THAlTft ALâtfB]l7AIft£ 



CHAPITRE VIIL 

DO MOUVEMENT DES CORPS CÉLESTES AUTOUR 
PE LEUR CENTRE DE GRAVITÉ. 



§ I. — Du MOUVEMENT DE LA TsiLRE AUTOUR DE SON 
CENTRE DE GRAVITÉ. 

156. Les phénomènes relatifs à la précession des équî- 
noxes et à la nutation font reconnaître que la Terre, dans 
son mouvement de rotation autour de son centre de gra- 
vité, ne tourne pas constamment autour d'un axe fixe dans 
son intérieuri mais autour d'un axe instantané qui se dé- 
place avec une extrême lenteur. 

Ce déplacement de la ligne des pAles peut-il être attribué 
à ce que, dès Torigine, Taxe instantané de rotation ne 
coïncidait pas exactement avec un axe d'inertie? C'esl 
ce que nous allons d'abord examiner sans faire inter- 
venir Taction du Soleil et de la Lune, en supposant que 
Tangle formé par ces deux droites reste constamment très- 
petit, conformément aux résultats des mesures géodésiqnes 
d'après lesquelles la ligne des pôles diffère peu d'un axe 
de symétrie ; nous déterminerons en même temps les con- 
ditions auxquelles doit satisfaire le mouvement pour qu'il 
en soit ainsi. 

157. Recherches relatives aux conditions initiales du 
mouvement de la Terre. — Soient : 

O le centre de gravité de la Terre {Jig* îï i) 5 

Oor, Oy, Oz les trois axes principaux d'inertie passant 

par ce point ^ 
A, B, C les moments d'inertie correspondant respective- 
ment à ces trois axes; 
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/y, ^, r les comjioSAntes, suivant les mêmes axes, de la ro* 
tation insUntanée, positives oa négatives lorsqu'elles 
auront lieu ou non de la droite vers la gaudbe, pour 
l'observateur couche suivant ces trois directions en 
ayant les pieds en O ; 
OX, OY, OZ trois axes rectangulaires de direction Gxe 

dans Tespace passant par le point O ; 
f , ^y 6 les angles que forment Ox avec Tintersection O;^ 
des plans xOj^ XOY, O^ avec OX, et Oz avec OZ, 
ce dernier angle étant également celui que forment 
entre eux les plans xOj et XOY. 
Nous supposerons que XOY repi:ésente le plan de Té- 
clîptique considéré comme fixe. 

La composante r, étant sensiblement égale à la rotation 
de la Terre, sera très-grande par rapport à p et ^, dont 
nous négligerons dès lors le produit. Celle des équations 
des moments qui se rapporte à Taxe O2 ou 

C^-f-(A-B)/?g = o 

montre par suite {*) que la rotation r peut être considérée 
comme constante. 

Les deux autres équations du mouvement sont 

A^-4-(B — C)9'/' = o, 

B^-+-(C-.A)/p=ro, 

et ont pour intégrales 

(i) /?=:^sin(a^4-c}, ç' = /A:cps(a^-f-E), 

en posant 



V AB ""VB — CB 

et désignant par A et e deux constantes arbitraires. 

(*) Fçtrex mon Traité de Cinénuui^ue pwe, p. 344* 
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Si la valeur de a est réelle ou si C est le plus petit ou le 
plus grand des moments d'inertie, p eiq resteront toujours 
très*petits; dans le cas coutraire^ les formules renfer- 
meront des exponentielles, p et q croitront indéfiniment 
avec le temps, et l'hypothèse du point de départ ne sera 
plus admissible. On voit ainsi ({ue, en raison de Tapla- 
tissement de la Terre aux pôles, Oz ne peut correspondre 
qu'au plus grand moment d'inertie principal. 
' On a, par la composition des rotations (*), les équa- 
tions 

— -j^ =: (/?smy-f-^cosy)cotô -i-r, 

fi9 . dit €ifo 

-7- = — -/?cos©H-û'Sin<p, r= p-4--p-cosô. 

lit i 1 ^ 1 dt dt 

De la première on déduit, en négligeant p etq devant r, 

(f = — rt -h (foy 

cpo étant une constante arbitraire*, en portant cette valeur 
dans la seconde équation, puis intégrant et désignant par fi 
une autre constante, il vient 

/•(lH-0 r/ V V 

2(r-ha) wv / I j 

'On voit d'après cela que si k avait une valeur sensible, 
les pôles, intersections de l'axe instantané de rotation avec 
la surface de la Terre, exécuteraient sur cette surface deux 
espèces d'oscillations dont les périodes respectives seraient 

in 2w A In in 

on ^ . — , 



r-ha r— a C r (2A — C)/" 



( • ) Voreg mon Traité de Cinfynatiquepure. 
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en remarquant que^ A étant peu différent dé B, on peut 
prendre 



C — A 

: r • 



A » 

Le rapport - étant très-voisin de lunîté, la première pé- 



C 

27r 



riode serait sensiblement égale à — ou à un jour, et la se^ 



TT 



conde à - ou à une demi-journée. Les observations les 

plus précises n'ayant jamais accusé de variation de ce 
genre dans la hauteur du pôle, il faut en conclure que h 
est insensible, et que par conséquent les oscillations de 
l'axe terrestre, dépendant des conditions initiales du 
mouvement de la Terre, sont depuis longtemps anéanties, 
et qu'il ne subsiste que celles qui ont une cause perma- 
nente. 

Ainsi, sans l'action combinée du Soleil et de la Lune, 
résultant de sa non-sphéricité, le sphéroïde terrestre tour- 
nerait constamment autour de son plus petit axe d'inertie. 
Mais cette cause perturbatrice ayant une très-faible inten- 
sité et étant périodique, les déplacements éprouvés par rap- 
port à cet axe par Taxe instantané sont très-faibles, et la 
vitesse angulaire ne subit que des variations très-petites et 
périodiques. 

158. Du mou\fement de la Terre, en ayant égard à 
Vattraction du Soleil et delà Lune. — Nous pourrons, sans 
erreur appréciable, supposer que les masses du Soleil et de 
la Lune sont concentrées en leurs centres de gravité res- 
pectifs, puisque d'une part les dimensions de ces corps 
sont très-faibles par rapport à leurs distances à la Terre, 
et que de Tautre ils sont sensiblement sphériques. 

Nous devrons tenir compte de la variation de position 
qu'éprouve l'écliptique, correspondant à une réduction 
séculaire de son obliquité, actuellement équivalente à 
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48 secondes, mouvement xoo fois plus lent que cdui déjà 
si lent jde la précession. Ce déplacement est périodique; 
mais, en raison de son extrême lenteur, on peut le consi- 
dérer sans grande erreur, pour une très-longue durée, 
comme uniforme, ou encore> avec une plus grande approxi- 
mation, comme uniformément varié. Nos observations 
sont d'ailleurs trop incomplètes pour fixer la grandeur de 
la période, et nous ne pouvons que préciser les valeurs nu- 
mériques des coefficients des premiers termes du dévelop- 
pement suivant les puissances ascendantes du temps, 
approximation qui est bien suffisante pour upe période de j 

onze k douze siècles* ' 

Nous prendrons pour plan XOY le plan de Técliptiqua, 
relatif à une époque antérieure déterminée prise pour ori- 
gine du temps, et nous compterons la loiigitude à partir de | 
l'équinoxe du printemps correspondante, par laquelle nous 
ferons passer l'axe OX. i 

Soient (/îg:. ai) : 

0>3 la position que prendrait Ojr en faisant tourner 

dans son plan Tangle xOy autour de son sommet, de 1 

manière que Ox vînt à coïncider avec O;^; 

X = — -j-f 'î =^ "^ sî^^ J^s composantes de la rotation 

instantanée suivant 0^9 Ov? ; 

3ÏL^^ 31L^, DÏL^ les moments des forces perturbatrices par | 

rapport à O^» Ow, Oz 5 

n la vitesse angulaire moyenne de la Terre autour de 
Taxe principal Ozy qui ne diffère de r et de la rota- 
tion instantanée que de quantités très-petites de 
l'ordre 311/^, Oîl/^, OTO,, p^ q^ jj, yj, dont non? néglige- 
rons les produits et les secondes puissances. 

On a, par la composition des rotations, 

/? =r p^cos^ + »} sin^ , 
^ == u cosf — x*i" f » 
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et pour les moments des quantités de mouvement autour 
de Ox^ Ojr, 

Ap = A(xcoiy -h usinç), 
B^ = B (ncosf — xsÎDf )• 

Les moments pareils relatifs à O^, On sont par suite 

^ . (A4-B) /A— B\, . 
A/^cosf^B^smf =:x^ " + l ](w«na?-l-xcosaf), 

A/^sinf+B^cosfsr:)!^ -^4-( j (xsînay— ucosay). 

Or, les axes mobiles O;^, 0>3, Oz se déplacent en vertu 
des rotations j^, v?, — y7côt6 autour de leurs directions pro- 
pres (*)j rotations qui sont du même ordre de grandeur 
quep et ç] et comme le moment total des quantités de 
mouvement représenté parla droite OM {**) ne dilïere en 
grandeur de Cn et en direction de Oz que de quantités du 
même ordre^ la vitesse d'entraînement du point M aura 
pour composantes 

Cnviy suivant 0^» 
— C«x> suivant Oïj. 

On a donc, en exprimant que la vitesse absolue du 
point M, estimée suivant O^^ On, est égale au moment des 
forces estimé de la même manière, 

^|^jA±^H.^i=l5^(j^sin2ç-.«cos2y)J-C/ix = ^t,. 
(*) Car l« mott^ement de ces axes est défini par les rotations 

Idé 
-+- ~ sîn ô autour do 0>j, 
dib 
— -T^ cosd autour de 0«. 
dt 

(••) VojrcM, pour l'interprétation des équations de la rotation des corps 
solides, mon Traité de Cinémaii^ue pure, p. 347* 
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Or, y? et ;( étant indépendants de Tangle <f , on voit que 
Ton peut supprimer les termes en sinus et cosinus de 2f 
qui n'introduiraient dans le déplacement de l'axe terrestre 
que des termes dont la périodicité serait journalière, et 
dont Tobservation n'a pas constaté Texistence. Il résulte 
de là que la différence A — B est très-petite, ou que la 
Terre, étant à fort peu près un solide de révolution, d'après 
les mesures géodésiques, est en même temps composée 
d'éléments matériels à très-peu près distribués d'une ma- 
nière uniforme. 

A I "R 

. En appelant A' la moyenne — • des moments princi- 
paux d'inertie relatifs à l'équateur, îl vient 

A'^--C/rx = 3Tl.. 

Les mouvements déterminés par les rotations >3 et prêtant 

très-lents relativement à la rotation n autour de O^, les 

- ^ . / dy dvi , . . , 

dérivées -y» ^ sont tres-petites comparativement a n, 17,%, 



et l'on 


peut ainsi 


écri 


re 




3Tl/y 








n 


= 


j' 


(*) 






' 
J 




3TL, 








[^ 


r=: 


C« 



Telles sont les équations dont nous ferons usage dans le 
problème qui nous occupe. 

159. De Faction du Soleil. —D'après le n<* 56, l'at- 
traction du Soleil donne lieu, par rapport à Oa:, Oy, aux 
moments 

«1* ^ a* 
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formules dans lesquelles m représenté la masse du Soleil, 
j:,j^, z ces coordonnées par rapport k Ox, Oy, Oz, a sa 
distance moyenne à la Terre. 

Soient (^g'. 22) : 

71' la vitesse angulaire moyenne du Soleil autour delà 
Terre ; 

j:', jr' ses coordonnées parallèles à O;^, On; 

h le rapport de la masse de la Terre à celle du Soleil; 

-/ri le cercle qui représente Féquateur sur la sphère d'un 
rayon égal à Tunité ayant pour centre celui de la Terre ; 

jfYï' le cercle qui représente Técliptique fixe, et dont 
Téquinoxe du printemps est en X; 

X'S l'écliptique mobile ^ coupant le cercle précédent au 
point N ; 

S la position du Soleil; 

SQ sa latitude ; 

1 = — NX la longitude du nœud descendant N, comp- 
tée à partir de Torigine X ; 

A = XP la longitude du Soleil ; 

i Tinclinaison très-petite de l'écliptique mobile sur l'é- 
cliptique vrai, dont on négligera le carré ainsi que 
le produit par (p = ;^X. 

On a 



OT ( 14- ^ ) = «'*«*, d'où m = 



/i'»a» 



3V» (C — B) ' 3/i'» (C — A) 

I -4- A a^ ^ i-hà rt» 

3Tt,,=:3lt,sinf 4-3Tl/^cosy, j^=j^co$f — a?'siny, 

d'où 

2/i'> (C — A') , 
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en laissant de c6té les termes périodiques en sin<p et 

cosy. Nous pourrons négliger h qui n'est guère que -rz — :— ? 

et le tout se réduit à calculer x', y*^ z en fonction des 
coordonnées astronomiques du Soleih 

Si Ton néglige de plus le carré dp Pangle S;(Q, on 
peut considérer ;^Q comme ^al à ;^P ou à A-h<{/ et 
écrire 

On a de même» pour la projection du rayon 05 ou OP 
sur la perpendiculaire 0%' à 0% dans le plan de Técliptique 
fixe 

asin {A-f->|»), 

et pour la distance du point S à ce même plan 

OSsinSP = «sinNP.i ^=:msiji{A — ^), 

d'où l'on déduit facilement 

y =:û[sin(A -h >I')cos0 -f-isin{A — >)sinô], 
z' =a[siD(A-f->|')sinO — /sin(A — X)cos"G]; 

par suite, 

3 
3TL;f == - «'»(€ — A')[2 sinGcosG8in»[(A + 4») 

. — /C0520COS>-|-/COS2$COS(2A — 5l)], 

(4)< ^ 

Olt^ = — - /î" (C — A')[»iri sin a { A ■+- 4) 

•— ?cosÔsin(2A— X)-|-/cosôsinX]-, 

ou, en laissant de c6té les termes périodiques en sinus et 
cosinus de Tangle A = /i'£ ou de ses multiples, donnant 
lieu à des déplacements annuels que n'accuse pas Tobser- 
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vatioii , 



(5) 



3 * 

^>Ï^;»:=-«"<C — A')(— «dS2$.ico$X-4-8inÔcosej), 

3 

OÏLv^ ii'2(c ^ A') cosô./ $ml. 



Si Ton porte ces valeurs dans les équalionB ^2), on trouve 

" = ;: ^'' Jl (*- <^os 2«./siDX -f- siB 9 cos«) = siD • ^, 

3 „{C-A'J ^ .. ^ rfô 

y=-«'*^— ;= — - cosd.isml = . 

^ 2 Ln dt 

En négligeant les inégalités séculaires de Técliptique 
ou 1, X ^^^"^^ i^u), d iie^erait constant. Si. nous désignons 
par Q'. cette constante, égale, si Ion veut, à la valeur de Q 
correspondant à l'origine, du tetnps, nous pouirons, sans 
erreur sensiUe, remplacer B par <d' sous les signes sîn et 
eos ; ti nous poserons, comme nous layons, dit au n^ 1S8^ 

/ sîn X =i= gty i cos X = ^tf 

g et g' étant deux constantes numériquement très-faibles. 
Nous obtiendnms ainsi 

d'on, pour la mesure de la nutation due à Taction da So- 
leil, 

a Ç/î 2 

puis 

>ï = sinô. -^ = - »'' ^ ^^ ^ (— ^r cos20'-f- sinô'cose^), 
et par suite pour valeur de la précession correspondante, 

>P = - «'^ '— ^ l r COSÔ' — g' — :— j \ . 

22, 
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160. De Vaction de la Lune. — Pour calculer l'in- 
fluence de ]a Lune sur le mouvement, de la Terre on peui 
faire usage des formules (6), en y changeant le signe de i^ 
supposant ensuite que / et X représentent Tinclinaison ij 
de l'orbe lunaire sur Técliptique et la longitude l^ du nœud 
descendant Na*, il faut de plus introduire au dénominateur 
le facteur i + Ai, ^i désignant le rapport de la masse de 
la Terre à celle de la Lune, qui n'est plus négligeable, 
et changer 9 en &, Si donc ti', représente la vitesse angulaire 
de la Lune autour de la Terre, on a 

3 iQ ^'^ 

» = - /i' ? -— ; 7-v (cos 2 0' . U cosXi -f- sin 0' cos ô') , 

1 ' C/i(i-l- h^) 

3 ,. (C — A') \, . . , 
y = /ï'î -f-7 ^.•cosô'.r.smX,. 

L'emploi de ces formules suppose que /| est très-petit, 
et, en effet, l'observation fait reconnaître que l'incli- 
naison I de l'orbe lunaire sur Técliptique vraie est très- 
faible, qu'elle est sensiblement constante et égale à 5^9', 
d'où il suit que l'on peut effectivement négliger le carré 
de ?i. 

Pour exprimer l'i en fonction de I, soient A^ la longi* 
tude XP de la Lune L; Ns, Ni les nœuds de l'orbite lu- 
naire sur Fécliptique fixe et l'éclîptique vrai \ S l'intersec- 
tion de LP avec ce dernier. On a, en négligeant les terme» 
de second ordre, 

LP = l'isinNaP = sin( A, — • >,) . i„ 

LP=:LS--SP = IsinN|S-^/sinNP = IsinN,P — /sinNP 
. =Isin(A, — >,) — isin(Ai — \)\ 

égalant ces deux valeurs, puis supposant. successivement 
A| = 0, At = 90°, on trouve 

/(SinXi =Isin>i — isinX =Isin>i — gt^ 
/|COS>| = Icos).| — I cos> = Icos>t — g'f' 



DE MÉCANIQVB CÉLESTE. 34 1 

D^autre part, la longitude du nœud diminue, d'un mou- 
vement sensiblement uniforme, d'une circonférence en 
i8 I ans environ. Si donc on désigne par a la vitesse angu* 
laire du nœud, et par X» une constante, on peut écrire 

X, = — (af-h>o), 
et il vient, en posant ~- = fi'*ùi, 

71 = sinÔ'-;- ==-«'' —7t- — ^•»[sinÔ'co89'-|-cos2ÔMcos(aM-X«) 

— g^'rcosaô'], 

X=-^ = -^«"^^^-cosfl'[l5in(a.-.-X.)-fr], 

d'où 

i, 3«"(C— A') / . . cosae' I . , 

'" ) sine' 2) 

6> cose' ( - cosl, — 5— 1 . 

^« \a a / 



2 . C^ 



161. Résultat des actions simultanées du Soleil et de 
la Lune. — Eu réunissant les termes résultant des actions 
du Soleil et de la Lune, on a, pour les déplacements de 
Ta^ë terrestre dus à la simultanéité d'action de ces deux 
astres, 

3«'MC — A') ,,r , 2wcot20' , . , 

i 2 Li/i [_ a 

(7') I -g'col29'.(n-«)ij, 

f 9 - 6' = -V» ^^=-^ cos9'L i-cosX, - ^(i + «) -1 . 
\ 2 C/i La "' ' 2j 

Si l'on néglige les inégalités séculaires de Técliptique, 
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on a 

>{; = - /i''^— 7 -cosô' (n- w}r H Uial^ U 

Concevons une droite OA partant du point O et qui 
fasse constamment Vangle 6' avec la perpeiatdicuUî^re 02 à 
Técliptique fixe, en tournant autour de cet axe avec la vi- 
tesse angulaire 

(n A') 

3^/2 ^^ (i-i-M)cos9\ 

les déplacements d'e Faxe OB de la Terre par rapport à 
l'axe moyen OA seront donnés par les formules 

_ (C — A') ' ., ^ wlsin>, 

>^= 3/i'*^ — ri ^ cosô'cotaô' -, 

C/i fl^ 

0_e'=i2l'i£^coéO'lcosX.. 

2 C/l . a 

Le pôle vrai B est ainsi animé par rapport au pôle moyen A 
de deux mouvements rectangulaires périodiques que Von 
peut considérer comme rectilignes, et qui sont complé- 
mentaires et d'amplitude différente. Il décrit donc par 
suite autour de A une petite ellipse dans le même temps 
que les noeuds de l'orbite lunaire accomplissent une révo- 

lution, ou en 1 8 ans ^- L'un des axes aa est dirigé v«ca le 

pôle de l'éclîptique, et le rapport de l'autre axe 2i au pré- 
cédent est donné par la formule 

b cos 2 9' 

a sinô' ' 

cette ellipse a été observée pour la première fois par 
Bradley, à qui oli doit la découverte du phénomène de la 
nutation. 



Donnai! l à 0' la valeur connue 

6' = 23*28' i8", 
on trouve po«x le rapport cinlessiis 

-=o,7446;. 



l'observation donne 



- = 0,746:2, 



chiffre qui diffère très-peu du précédent. 

Si maintenant nous laissons de côté Tinfluence de la 
rétrogradation périodique des nœuds de Torbite lunaire, 
pour ne nous occuper que des dépla/cements séculaires, il 
vient 

1 e. M 3;i"C — A' ^,, ,gt' 

f 9 — ô'= -^ cos0'(i4-*>) —• 

168. Déplacements de l'axe de la Terre rapportés à 
Hécliptiçue irraie, ^- Poui? comparer la théorie à Fobserva- 
tioa, il faut rapporter les déplacements de Taxe de la 
Terre à récliptique vraie. 

Soient : ^ 

Tinclinaison de Téquateur sur récliptique vraie; 
j^', X = Y la longitude de Téquinoxe vrai ^j', prise, en 
valeur absolue; 

Le triangle sphérîque XX^ donne 
cose = cos(ô -H ^0 ) = cQSÔcos/ -f- sinOsiD{cos(>|» H- X), 
ou, en ne conservant que les deux premières puissances 
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de / et de dOy 

oô = © — ô=- colô — I cot(iL 4- X) — cosô — , 

et enfin en remplaçant dans le second membre 36 par sa 
valeur obtenue en négligeant les termes du second ordre, 

(9) e = Ô — /oos(4» 4- X) -f- — sin»(>}» -f- X) cotû. 

Le même triangle donne 

sin(>{;H- X)sini — /sin(>I;H->) 

sinA ou A = — — — ' = — ^ — ' — 

sine smO — fcosOcos(\p + X) 

ou 

, , i8in(^-f->) P»m9i/^H-»cos$ 

fio) A= — V ' ' -• 

^ * smO 2sm'0 

Enfin on a, en considérant le triangle rectangle XJt'x'i > 

.taDg(i{; — y) = — ^4* = tangAcosô = Agos^, 
d'où 

(il) v = >|»+isin(+ -^i)cotO-f- -sina(i{;-i-X)cot'0. 

•Nous, avons dû conserver le carré de î dans les valeurs 
de 6 et 9, puisque nous poussons Tapproximation jusqu'aux 
termes dépendant du carré du temps. Par la même raison, 
nous devrons employer pour isinX et icosX des expres- 
sions de la forme 

/ sinX = g'r -h At% i cosX = g' r -f X*' i\ 

k et k étant deux nouvelles constantes; et en posant 

(,2) Ç = ?«'».^Zl^coSÔ'(l + a>), 

il vient 

si- 

= 0' — ç^lL, 

7. 
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et enfin 

Y = (Ç -H é^col9')r H- (^^, H- gg' cot'^' - ^ cotô'y, 

(i3) e = e' — gr'r-f- (^ -h ^ ^»cot«' 4- xA /». 

163. Formules numériques, — > D'après le sens suivant 
lequel les angles ^ et Y sont comptés, le mouvement des 
équinoxes sera rétrograde si les angles croissent avec le 
temps, et c'est effectivement ce qui a lieu. La grandeur 
de (^, qui dépend des moments d^inertie de la Terre, 
ne peut être déterminée que par Tobservation. En pre- 
nant pour plan fixe Técliptique du commencement de 
Tannée lySoy fixant à cette époque Torigine du temps, 
l'unité de temps étant Tannée julienne de 365^,^5, 
Bessel a trouvé Ç = 5o", 37672 pour la précessîon relative 
à cette année, et fl'= 23*'a8'i8''. De plus, on a d'après 

Laplace 

6» =: 2,35333, 

et, d'après Bouvard, 

g = 0^^,066314, g' = G ",45691 7, 

^ = — o",oooo 1 8658, X ' = — 0^^,00000574 1 , 

valeurs qui peuvent convenir avec une assez grande ap- 
proximation pour une période de 1000 à 1200 ans avant 
et après lorigine du temps^ en supposant t négatif dans le 
premier cas. En faisant ces substitutions, il vient 

6 = 23«»28' 18''-+- o",oooo8ooi t\ 

>j» = 50^,37572 / — o",oooio9o5r», 

e = 23°28'i8" — o",45692f — 0",000002242/% 

Y = 5o",223oor -+- 0,000637/». 

L'obliquité moyenne de Técliptique pour 181 3, conclue 
des solstices d'été de cette année et de 1 8 1 2 et 1 814? observés 



346 TRAITÉ éléueutàiie 

à Paris, en prenant leur moyen résultat et 9'^4o po^f I^ 

coefficient de nutation^ a été trouvé égal à 

= 23*27'49",28, 

valeur qui diffère pciu de celle 

e = 23«>27'49V3 

déduite des formules précédentes en y supposant £ =762,5. 

164« Jnifartabûîté de Lt dorée de la rotation Je la 
Teire, — La rotation an ^obe terrestre domnée par la 
formule 

serait constante d'une manière absolue, s'il affectait la 
forme d'un solide de révolution, puisque Thypothèse Â = B 
donne (56) 311', = o. Il est facile de voir qu'il en sera en- 
core de même en supposant que les trois moments d'iner- 
tie principaux soient inégaux* En effiet, on a 

^ = ;^cos^ -f->îsin<j), q = YiCOStf — x^^°?y 

et pq ne renferme que des lei^mes périodiques comme le 
mouvement de rota lion de la Terre, et sur lesquels la longue 
période de ;t et y} ne peut pas avoir d'influence sensible par 
rintégration. On petit donc supprimer de l'équation cr- 
dessns le terme enpq. Quant à 3T0,, considérons par exempîe 
celui de ses termes qui dépend de Faction du Soleil : on a 

xy = [y*' — x'*) sinf cosf -t- jfffco&'f^. 

Les termes qui constituent x', y' ont des périodes beau- 
coup plus longues que ^, par conséquent xy ou JTL;, ne dé- 
pend que des termes <loiil la période diffère peu de celle de 
la rotation de la Terre et dont I^ influence est io^enstbte» 
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Ainsi donc Tattraction du Soleil et de la Lune ne peut 
avoir aucune influence sur Je mouvement de rotation de la 
Terre. 

165. Précession annuelle et longueur de Vannée équi-* 
noxiale. — La précession annuelle est la différence des 
valeurs de V pour les valeurs t et t-f- 1 ou 

So'^jîaSi I -h o'^, 00028274 ^• 

L'année sidérale est constante et égale en jours moyens 
à 365^,256374, et pendant cette période le Soleil parcourt un 
arc de 36o degrés ; on déduit de là le temps employé pour 
décrire l'arc de précession ci-dessus; en le retranchant de 
Tannée sidérale et appelant fx le nombre de siècles écoulés 
depuis ijSo, on trouve, pour la longueur de Tannée 
équinoxiale, 

365iy24i9 — f*. oJ,ooooo6655 

qui diminue ainsi à peu près d'une demi-seconde par siècle. 

166. Rapport des moments dC inertie de la Terre. — 
En continuant à prendre pour unité de temps Tannée ju- 
lienne, on aura 

;ï' = 359%9g37i, -^ = 0,0027803, 

et comme 

; = 5o",37572; 

la formule (12) donne 

— -; — == o,oo3256i, 
Cl 

et, en négligeant le cube de cette fraction, 

C — A' C-A' C C-A'/ C~A'\ , .^ 
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D'après les n*'* 89 et 104 on a 

J[ pa»£/a 
o 



C — A 



-=(-^)^ 






o 



d'où Ton déduit pour raplatissement de la Terre, en se 
rappelanlque(p = ^, 

E = 0,0017801 -t-o,oo3a56i — j 






iA}dk 
or, en appelant p' la densité à la surface, on a 






d'où 



5 j pK'dh — 3 j pA'dlL= j A3(I--A')~£rfA<0, 

attendu que a <^ i et que la densité allant en décroissant 

du centre à la surface, -^ est nésatif. On obtiendra donc 

dh ° 

une limite supérieure de E en y remplaçant le rapport 

3 . 

d'intégrales du second membre par 7:9 ce qui donne 

o,oo36838 ou — • 

271 

Nous avons vu d'ailleurs que 
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On a donc pour raplatissement deux limites; la limite 
supérieure qui résulte du phénomène de la précession ^ ne 

diffère pas beaucoup de la valeur ^ — que l'on attribue gé- 
néralement à Taplatissement de la Terre. 

167. Variations séculaires du jour solaire, — Suppo- 
sons que Ton imprime au Soleil et au plan de Téquateur 
un mouvement ^al et contraire à celui de ce plan rendu 
par suite fixe; le jour solaire se réglera sur le mouvement 
résultant du Soleil, estimé parallèlement à Téquateur et 
combiné avec la rotation de la Terre. Ce mouvement aura 
lieu dans un plan mobile dont la position sera définie à 
cbaque instant par son inclinaison sur l'équateur, et par 
Tangle A. 

Soient (Jig. 22) ; 

u = ;fQ, v= SP Tascension droite et la déclinaison du 
Soleil comptée à partir de Fintersection ;f de Téclip- 
tique fixe avec Téquateur; 

At = N;^', 1^1 = S)(l les distances du nœud descendant N 
et du Soleil à l'équinoxe du printemps. 

Le triangle rectangle S;j'Q donne 

tang (w — A) = cose tangi^i , 

et le triangle rectangle PjNS 

taDg(p — ^ — ).) = oosX tang («», -HA), 

d^ou, en développant suivant la formule de Lagrange, né- 
gligeant les puissances de X supérieures à la seconde et 
celles de tang0 supérieures à la quatrième, 

tt = A 4- «'t — tang' — sin2C| H — tang*— sin4('i, 
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et, en fâiffantabstraetion des terineB périodiques dépendant 
de Ja roiation attiuieUe du Soleil autour de la Terre, 

Le triangle ;^N;r' donne 



sin Ài = • 



sini siii(>|r + >.^^ 



stae 
d'autre part on a, d'après Je n° 162, 

= 0-4'^*cos(^ -h>) âa'(x}i + 1) cote, 

en remplaçant, daps le terme en i*, cotô par cot0; d'où 

sinA, = — sin(^ + >) i-f-«cos(Tl/ -h^)cose 

p <r* 1 

sin»(^+^)cot»e — -cos^(>^H->) , 

2 - 2 J 

et çntin 

A, = — U -H > ■+- sin ( i|; 4- > ) 1 ' col® — ^ cos (4^ 4- >) 1 | • 
On déduit de là 

I', = (^4-sin(iJ/H-X) icote — -oos^^-h X*) U 

u =A4-p4-8in(>{;-f-^) «cote 008(4» -f->) \j ' 

et, comme nous avons trouvé 

jin(jM^ 

A= — l :— , 

«in© 

il vient 



6 P 

a = p — isin(^^^-X)tang sin(4'-4- X)cos{>|* -f- 1). 



Or 



DS MÉCAKIQVB CÉLE6TE. 35 1 

I sin (^-^y^) = gi'h /'( g'<i H- k), 

isin(x}i H->)cos(^ -f- X) = gg'ty 

2 cos' — 

2 



donc 



6' / ^^' ô'\ 

« = p — ^r Ung r^ i g''Ç4- X — ^^ tang - | lang 



1 



On peut, en négligeant les termes périodiques^ supposer 
1/ = /l'f 5 et si Ton désigne par S Tascension droite du Soleil 
comptée à partir d'un méridien déterminé de la Terre, ou 
déduit facilement de ce qui précède que 

(i4) S = (« — /i')'-i-5^^tang~H- r»(^'^-h/— 5;^tang?-)tang?-. 

Le jour moyen sera Tintervalle pendant lequel cet angle 
augmealera de 36o degrés. E^n négligeant le carré de cet 
intervalle que nous désignerons para:, et posant 

H = (^^' Ç H-^ - £j- tang - j tang -, 
on trouve 

36o®=(/i — /î'-H^tang- \ .v-h ^xŒ. 

L'unité de temps étant arbitraire, supposons qu'elle soit 
prise égale au jour moyen en i ySo, On aura x = i pour 
t = o, et par conséquent 



36o =zn^n' '\-gt Ung — 



La valeur de n' donnée par l'observation et rapportée à 
cette dernière unité est 

«' = o% 98561. 
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La valeur de g donnée plus haut, se ^apportant à Taunée 
julienne, devra être divisée par 365,25, ce qui rendra le 

terme g tang — complètement négligeable. Il vient , par 

suite, pour la rotation de la Terre correspondant à l'unité 
de temps adoptée, 

/i = 36oS 98561, 

et pour le jour sidéral exprimé en fraction du jour moyen, 

Après avoir divisé les valeurs numériques de g, g', (^ 
par 365,25, et celle de h par le carré de ce nombre, aiîa 
de les rapporter à la nouvelle unité, on trouve 

0,00017344 
(365,25)» * 
Posons 

r=: fil. 36525, 

fji représentant le nombre de siècles écoulés depuis i^So, 
la grandeur variable du jour moyen sera 

0,7328 
jr = I^p- — ^— -, 

ce qui montre que sa diminution séculaire sera presque 
insensible. 

Si r mesure le temps en jours moyens, on a * 

S == 36o«T 
et, d'après la formule (14)9 en négligeant le carré de < — r, 

— >338t^ 

^""^ io\ (36525)' 

Le temps n'est donc pas rigoureusement proportionnel a 
cette mesure*, mais il s'en écarte fort peu, et Ton pourra 
sans inconvénient négliger la différence, excepté dans l'é- 
tude du mouvement de la Lune, à cause de sa rapidité. 
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168. De Vinjluence des oscillations de la mer sur le 
mouvement de la Terre autour de son centre de grayité. 
— Nous avons supposé dans ce qui précède que la Terre 
ne formait qu'un seul et même corps solide ; il nous reste à 
examiner maintenant si les résultats auxquels nous.sommes 
parvenu ne sont pas modifiés d'une manière bien sensible 
par les oscillations périodiques de la mer, dues aux attrac- 
tions simultanées du Soleil et de la Lune. 

Nous remarquerons en premier lieu que l'accélération 
d'entrainement de chaque particule de la mer est la résul^ 
tante de l'accélération due aux forces qui la sollicitent, 
de l'accélération centrifuge composée et de l'accélération 
relative oscillatoire prise en sens contraire. En d'autres 
termes, les équations du mouvement résultant d'une mo- 
lécule de la mer sont les mêmes que si elle faisait à chaque 
instant corps avec le noyau terrestre, en la supposant sol- 
licitée de plus par la force centrifuge composée et par la 
force dMnertie due au mouvement relatif ojscillatoire. 

Les termes dus à la force d'entraînement et aux attrac- 
tions du Soleil et de la Lune peuvent être calculés sans 
erreur appréciable, comme si la surface d'équilibre de la 
mer n'éprouvait aucune variation sous. l'action de ces deux 
astres, et dès lors Â, 6, C dont ils dépendent représente- 
ront les trois moments principaux d'inertie à,VL système 
invariable formé par le noyau terrestre et la mer suppo- 
sée à l'état d'équilibre ci-dessus. 

Il nous reste donc à comprendre dans les termes de 5TL^, 
^TL^des formules (a) du n° 158, les moments par rapport 
à Ox? Om de la force centrifuge composée et de la force 
d'inertie dans le mouvement relatif, calculées avec l'ap- 
proximation ci-dessus définie, c'est-à-dire comme si la sur- 
face d'équilibre de la mer n'éprouvait aucune variation 
de forme, en se rappelant que les actions mutuelles de la 
masse entière disparaissent complètement dans les mêmes 
formules. 

23 



trace du méridien 
'é<|uaieor. 
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D'après le n^ 133, les composâmes des forces précé- 
dentés, suivant la méridienne ^et le parallèle, sont, pour 
la molécule.de masse m, 

\ ^ dt idi' ) ' 
(du d*v\ 

L« pnemière se décompose en deux fiutres, 

„ I dv d^ti\ , 

Z==:— l2/ifi ^""""^i V' — -f**«'w«-« suivant Oz, 

, , V / dtf d*u\ { suivant la 

Des coippo3ftHfe$ (a) et (b) on déduit les a^iiva&ites : 

(dii d*u\ 

/ dv (i^4i\ 

-+-(2«fA — — -^l f*cos(ar -+-?)/»... suivant O^r 

y — H- |^?/if* — -H -^ j cps(cT + ?) w 

-t-(2/i|x — — -— ]fASio(t3-f-y)iii... suivant 0>j. 

Enfin les coordonnées de m suivant Oj^, Oyj, Oz sont, 
en continuant, comme au n® 133, à prendre pour unité le 
rayon moyen de la surface d'équilibre de la mer, 

X =:^ ^ I — fA^ C05 ( nr -4- o) , 



j = V^i — p» sin(cT-h«p)> 



« V r suivant O y, 

du d^p\ , V ( 



SttiTJitit On 9 
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et il YÎent pottr les moments, par rappfort aux mêmes axes, 

(dp d'u\ 

/ du d*p\ , , 

+ ^2/ip _-f-_jpiC08(tH-tp)i 

2izfft ;T--f- "75") V"*~f*'«''* suivant 02. 

Pour avoir les portions de 310^, STL/^, 3fU^ relatives anx os- 
cillations de la mer, il faut faire la somme de ces expressions 
pour tontes les molécules de la masse fluide. Or, en raison 
de leur petitesse, on peut calculer u et f' comme aux n^' 433 
et suivants, c'est-à-dire en négligeant les déplacements de 
Téquateur terrestre; on peut de plus, ainsi qu'on Ta fait 
aux numéros précités, supposer que ces déplacements ont 
la même valeur pour tous les points de la couche fluide 
situés sur un même rayon lors de l'équilibre, ce qui revient 

à prendre 

m == — yd^da, 

y continuant à désigner la profondeur de la mer dont la 
densité est prise pour unité. On a ainsi 

— (*»{» ^ + -^) pco»(cr + t)J fd^da, 

Oit. = fUn^ ^ + -^j ^i — ^'ydfLdt,. 

a3. 
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Ces expressions, en raison du facteur irès-petily, sont elles- 
mêmes 1res -petites par rapport à u et ^, ou sont du même 
ordre de grandeur que là surélévation z de la mer. Concevons 
que l'on remplace ii et i^ par leurs valeurs (6) du n° 145, 
en remarquant que (f difl%re très-peu de nt. Les moments 
ci-dessus se composeront de termes périodiques dont la 
plus longue période correspondra à Tare (n — i)t. Pour 
les oscillations de la première espèce, i étant très-petit par 
rapport à w, la plus longue période sera d'un jour environ, 
et n'aura ainsi aucune influence sur la précession et la 
nutatîon. Il en sera de même pour les oscillations de la 
troisième espèce, en observant que / diÛère peu de un. 

Quant aux oscillations de la seconde espèce, n — z ne 
dépendra que du mouvement annuel du Soleil autour de 
la Terre, ou la plus longue période des termes deSIÏL^^ OTl^ 
sera d'une année environ, et n'aura ainsi aucune impor- 
tance sur le phénomène. 

De la même manière 3ÏL^ ne produira aucun changement 
sensible sur la moyenne rotation de la Terre. 

Les mêmes considérations étant applicables à l'atmo- 
sphère, on voit que les phénomènes de la précession des 
équinoxes et de la nutation sont exactement les tnêmes 
que si la mer et V atmosphère formaient une masse solide 
auec le sphéroïde quelles recouvrent. 

Nous remarquerons enfin que les vents alizés soufflant 
entre les tropiques d'occident en orient, dus au mouvement 
que la chaleur solaire imprime à l'atmosphère, malgré leur 
action continuelle sur la mer et les montagnes qu'ils ren« 
contrent, les tremblements de terre et en général tout ce 
qui peut agiter la Terre dans son intérieur ou à sa surface, 
n'ont également aucune influence sur le mouvement de 
notre globe, puisqu'ils n'introduisent aucun terme dans la 
somme des produits des masses par les rayons vecteur» 
correspondants. 
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§ IL — Du MOLVEMEWT DE LA LuMB AUTOUR DE SON 
CENTRE DE GRAVITÉ. 

169. On sait que la Lune nous présente toujours la 
même face dans son mouvement de révolution autour de la 
Terre, et que par suite les vitesses angulaires de la Lune au- 
tour de son axe et autour de la Terre sont égales entre elles, 
ou qu'elles ne diffèrent Tune de l'autre que de quantités très- 
petites et périodiques. Si, comme tout porte à le croire, la 
Lune a été primitivement fluide, elle a du s'allonger dans 
le sens de la Terre, de sorte que son plus grand a^e prin- 
cipal d'inertie doit faire un très-petit angle avec le rayon 
vecteur qui joint son centre à celui de la Lune, et c'est là 
la seule hypothèse que nous ferons dans ce qui suit. Il 
est évident d'ailleurs que le plus petit axe d'inertie doit être 
celui de la rotation de la Lune. 

170. Formules relaiwes à la Ubration de la Lune, — 
Nous ne changerons rien à l'état de la question en consi- 
dérant le centre de la Lune comme fixe, et supposant que 
la Terre décrit l'orbe lunaire autour de ce centre. 

Soient {fig^ ^3) : 

Ojc, Oj* les axes principaux d'inertie de la Lune, pas- 
sant par son centre de gravité, et déterminant le plan 
de Téquateur ; 

Oz son troisième axe d'inertie; 

T la position du centre de la Terre à un instant quel- 
conque ; 

T' sa projection sur l'équateur; 

fA le nœud descendant de l'équateur sur l'écliptiquç ; 

Ni celui de l'orbite lunaire^ 

OZ la normale à l'écliptique; 

€ l'angle supposé très-petit que forme OT' avec l'axe 
principal Ox dirigé vers la Terre \ 
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Tangle très-petit ZOz compris sous l'équateur et l*é- 
cliptique ^ 

1 l'angle constant et très-petit, déterminé par l'orbite 

lunaire et Técliptique) 

A, B, C les moments principaux d^inertie de la. Lune 
par rapport à Ox, O/, Oz; 

n k mouvement moyen de la rotation de la Lune autour 
de la Terre -, 

Xj y^ z )es coordonnées de T ; 

A la distance QT que l'on peut supposer égale à OT'^ 

y la loBgitude fjtN| du nœud ascendant Nj deToiibite lu- 
naire ^ * 

a la vitesse angulaire des nœuds de Torbite lujiaire ] 

p, ^, r les composantes de la rotation instantauée. de la 
Lune^ suivant Ox, Oj;, Oz, p et ^ étant très-petijts par 
rapport à r. 

Nous supposerons que [i et Nj ont coïncidé au point X 
de l'écUptique au momem pris pour origine du temps, et 
nous négligerons les puissances supérieures à la première 
de B^ i\ 6. 

On peut, vu la petitesse de i et d, considérer TT' comme 
se confondant avec Tare de grand cercle perpendiculaire à 
Téquateur, rencontrant Féclipt^que en T|, ce qui donne 

x = Acos<=sA, ^ = Asinc = A.«, 
s = TT'= / sinNiTi H- 9 sin yiV = i sin(y 4- « — 7) -H sin (^ 4- «)• 

* Il vient donc, en se reportjaotaur n^' 56 e^ 159y pour les 
moments de l'attraction terrestre par rapport à Ox^ O/, 
Oz, en négligeant devant l'unité le rapport de la msi36e de 
la Lune à celle de la Terre, 

OÏL, = 3/1' (C — B) 8 [1 sin (<p -h e-.— 7) H- sin (y 4- «)] , 
ORy = 3/ï- (A — C) [1 sin(ç -f. « — 7) -j- q sin(y 4- e)], 

OlL.rn^/iVB— A.).sïn2«. 
2 ^ ' 
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OXL^jc ëtenldu'second ordre est négligeable*, dfïLy peut s'expri^- 
mer d'une autre manière, en remarquant que 9 + e est la 
latitude de h Terre comptée à partir du^ nœud ascendant 
de son orbite apparente et qu'elle est de la forme 

c étant une constante arbitraire, ce qui donne 

(i)ail/j.r=3/2'(A— G){isin{(/i+a)r+c— 7']4-0'SiB[r^/i-ha)-Hc]j. 

En raison de la petitesse de pg relativement à r, et du 
coefficient Â — B très-petit par rapport à C, dont ce produit 
est affecté dans l'équation du mouvement correspondant 
à Oz, on peut sans.erreur sensible réduire cette équation à 

C^=aii:,= -/i^(É'— A)siria«. 

SI l'on' négliger le cari-é de ou ^ue Voû suppose côs = i , 
on voit que r a' pouï* éflfet de faire varier Ox dans le plan 
de l'équateur. Or la vitesse relative de Ox par rapport à 

OT' est r dans le sens direct; la vitesse de OT' est la dé- 

rivée par rapport au temps de la longitude de la lierre par 
rapporta la- Lune^ comptée à partir de l'origiiie X, laquelle 
peut être considérée comme fixe en raison de l'extrême 
lenteur des déplacenuïnts^ de l'écliptique. Cette longitude 
est, en se reportant au chapitre II, de la forme 

«f -f- \^ H sin ( iif -i- a' ) H- const . , 

le signe ]V comprenant une somme de termes périodiques 

dont les coefficients lï, a, a! dépendent de Texcentricité de 
l'orbe lunaire. Il vient donc 

dr d^e yry „ . . . .. 
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et enfin, en ayant égard à Téquation écrite plus haut, 

(.) g=^3n'i^.-i2^a''^^ac + a'). 

Si Ton fait d'abord abstraction de Texcentricité de Torbe 
lunaire, l'intégrale de cette équation est 



• . r / 

[ == K sin 72 i/ 



3(BpA).^^^,l 



K et K' étant deux constantes arbitraires. Pour que e ne 
croisse pas avec le temps, il faut que 6 soit plus grand 
que A, ce qui est conforme à nos inductions premières sur 
la disposition des trois axes principaux d'inertie de la Lune. 
Les observations les plus précises n'indiquant aucune trace 
de ce mouvement oscillatoire, la constante K dépendant de 
Tétat initial du mouvement, ou était nulle à Torigioe, ou 
son influence est depuis longtemps annulée par des causes 
étrangères. Si ces oscillations existaient, leur durée serait 



et en admettant, comdie nous le verrons plus loin, que 

-r-— — = o,ooo5o4> 
G 

on trouve que cette durée serait de 24)3 1 mois lunaires. 

Si Ton pose 

8 = Lsin(a/-f-â'), 

L étant une constante, on fera disparaître le terme en H du 
second membre de Téquation ( 2) en prenant 

(a) h = 



La différence entre les déplacements angulaires de révolu- 
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tion el de rotation de ]a Lune sera, en laissant de côté les 
termes dépendant de l'état initial, 

De tous les termes dont se compose ^ H sîn {at 4- at')^ 

il n'y a de sensibles que ceux qui dépendent de Péquation 
du centre et de 1 équation annuelle. 

NicoUet a trouvé, par la comparaison de 174 observa- 
tions de la libration de la Lune en longitude, que la libra- 
tion due à Téquation annuelle a pour valeur 

et comme 

H = 666",7, fl==ii. 0,0748, 



l'équation (a) donne 

B — A 



= o,ooo564- 



Mais ces observations n'offrent pas une garantie d'exacti- 
tude suffisante pour que la valeur numérique ci-dessus 

C — A 
présente la même certitude que celle de — - — que nous 

donnerons plus loin. 

La différence entre la rotation de la Lune et sa vitesse 
, angulaire moyenne de révolution est 

r — n= T--h2«Hcos(flf-+-fl') 

-f^2fl(H — L)cos(iir-H«'); 
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et comme elle est périodique, il en résulte que les deux 
mouvements moyens seront éternellement égaux. Il nest. 
même pas nécessaire que ces mouvements aient été é^aux 
à Torigine : il suffit que la rotation r de la Lune ait été 
comprise entre 



,_K,y/sçi), ,^„Yîi 



limites à la vérité assez resserrées à cause de la petitesse 

de K et de — - — t mais suffisanieS' poiU) faire disparaître 

l'invraisemblance d'une égalité parfaite, à IWigine, entre 
les deux mouvements moyens. 

171. Du mouvement de Véquateur et de la variation 
de son inclinaison» — Les équations du n\ouvement de la 
Lune correspondant à Ox, Oy deviennent, en y supposant 



(3) 



A^-f-(C— B)/t^ = o, 

B-i^-f-(A— C)/i/>=3/i*(A— C)[9siny-f-«sin(in-a)f-f-c]. 



Soient [fig' 23) P et p les pôles dé Técliptique et de 
la Lune, supposés à une distance de O égale à l'unité; 
P/7 sera sensiblement rectiligne, et en désignant par 5, ^ ses 

projections sur Ox, Oj^ les dérivées — > — seront les com- 
posantes correspondantes de la vitesse du point P dans son 
mouvement relatif par rapport à la Cune. Or, la vitesse 
d'entraînement de ce point, considéré comme invariable- 
ment lié à la Lune, a pour projections sur Ox, Oy 

— ns' -h ^, ns — /;, 
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et comme le déplacement de P ou de Técliptique dans 
Tespace est exlrèmemeat lent, on peut négliger la vitesse 
absolue de ce point par rapport à r, ^, /?, 5, y, et écrire 
tout simplement 

ds ^ ds' 

d'où Ton déduit 
. ( A^+(G-B)«ç = -A^+«J(A4-B-C)+«V(C-B), 
A^+(A-C)«;>=-[a^-/.J'(AH-B-C)-/.'*(A-C)]. 

Les équations (3) dounenl par suite, en remarquant 
que 5 = — 6 sin(y, 5' = — 6 coscp, 

rf»«' «&?A-4-B~e\ ,^/C — B\ 

(^)i^-"Â( B— j 

-4«''(^)=-3«'(^)'»i4(« +«)'+-]• 

On satisfera à la première équation en même temps que 
Ton fera disparaître le second membre de la seconde, en 
posant 

# =W sin (/ir-harn-c), 

j' = W'sin (/îf + a< -h c), 

W,. W étant deux coii«tanie9< qui ont pour valteur com- 
mune,. en. négligeant les: termes du second' ordte en ol^ 
A — C, A — B, B — G, 

W^W-== 3.(A^G)/ ^ 
3/î(A — C)-+- 2Aa 
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d'où 

^ . 3/î(A — C]fsin(nt-\-(xt-hc) 

^ ^ 3/î (A— C)icos(/î^-|-a^-hr) 
■"^'^^ 3r,(A-C)4-2A. 

Si les conditions initiales du mouvement ont disparu, on 
devra se contenter de ces formules, d'après lesquelles Vin- 
cUnaison de Véquateur lunaire sur técliptique 6 consente 
une valeur constante^ donnée par 

3//(A— C)/ ,, . C— A 2a 



3/i(A — C)-+-2Aa A 3 /i i-|-ft 

et Ton aura 

y = /ir-f-a^-l-c; 

ce qui signifie que la vitesse des nœuds de téquateur^ re^ 
lati^ement au rayon vecteur mené au centre de la Terre, 
est la même que celle des nœuds dé l 'orbite lunaire^ si 
donc les deux lignes des nœuds coïncident actuellement j 
cette coïncidence se perpétuera étemetllement, ce qui est 
conforme k l'observation. 

D'après les observations les plus exactes, on a 

- = 0,004019, ô=i°28'45", / = 5«8'48"; 

par suite, 

C-A ^ . 

— - — = 0,000594- 

Les termes qui dépendent des conditions initiales du 
mouvement s'obtiennent en intégrant les équations (4) 
sans second membre, et Ton trouve, en posant 



3 A-C ., /A— C B-C 

2 A VA 
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et désignant par P, P',-I, F quatre constantes arbitraires, 

If = P sin(/^4- 1) -f- P' %m{rt -h T ), 
*' = pcos(//-i-i)4-2ri/^^ — ^cos(/'/ + r). 
y B — C 

Pour que les valeurs n'augmentent point indéfiniment, 
il faut que (A — C) (B — C) soit positif, et c'est effective- 
ment ce qui a lieu d'après ce que l'on a vu plus haut. 

Pour obtenir les valeurs complètes de 5, i', il faudrait 
ajouter entre elles celles qui sont données par les for- 
mules (5) et (6)» Mais comme, d'après l'observation, (f est 
sensiblement égal à /if + o^f, il s'ensuit que les arbitraires 
P, P sont très-petites ou insensibles. Ainsi se trouve vérifié 
pour la Lune, comme nous l'avons fait pour la Terre, le 
principe posé au n° 131 , et qui doit naturellement s'étendre 
à tous les corps célestes* 

Quant à l'action du Soleil sur la Lune, dont nous n'avons 
pas tenu compte, elle peut être négligée vis-à-vis de celle 
de la Terre; car les coefficients des moments 3\U^^ OTt^, 3TL„ 
pour la Terre et le Soleil, sont entre eux comme les carrés 
des vitesses angulaires de la Lune et du Soleil autour de la 

Terre, et ce rapport n'est que — - • 



§ IIL — • Du MOUVEMENT t>ES kNNEAVX DE SàTURKB 
AUTOUR DE LEUR CENTRE DE GRAVITÉ. 

172. Nous avons vu, en traitant de la figure des anneaux 
de Saturne, que chacun d'eux est un solide dont le centre de 
figure coïncide à peu près avec celui de celte planète, mais 
dont le centre de gravité doit se trouver en un point diffé- 
rent. Ce centre tournant autour de la planète dans le même 
temps que l'anneau, ce dernier tourne autour de son 
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ceiUre de gravité dans le même temps qu'autour de Sa- 
turne. 

Nous allons chercher à déterminer la cause en vertu de 
laquelle ces anneaux se maintiennent constamment dans le 
même plan, malgré Taction du Soleil et des satellites, qui 
doivent produire sur eux des mouvements de précession, . 
durérents de Tun à l'autre, et ayant, par conséquent, pour 
tendance de £aire sortir les anneaux de leur plan. 
, Nous supposerons d^abord que Tanneau se réduit à une 
simple circonférence matérielle, dont le centre diil^re très- 
peu du centre de gravité de Saturne, et dont le plan fasse 
un petit angle avec Téquateur de cette planète. 

Soient (fig* ^4) : 

O le centre de Panneau; 

C celui de Saturne ; 

CI la projection de G sur le plan de l'anneau; 

G le centre de gravité de Panneau ; 

Go: la parallèle menée en ce point i la trace de Téquateur 
de Saturne sur le plan de Tanneau; 

Gy la perpendiculaire à cette droite dans le plan de l'an- 
neau, laquelle est parallèle â OC'; 

Caz! Taxe de rotation de Saturne; 

Gz la perpendiculaire en G au plan de Fanneau; 

6 l'angle très-petit formé par Gz et Czf ou par les plans 
de l'anneau et de Téquateur de Saturne; 

«, 6, c les coordonnées de C parallèles à Go:, Gy^ G^; 

a la distance OC'; 

m la masse d'une molécule de l'anneau; 

x> sa distance au point C ; 

fx le cosinus de l'angle qu'elle forme avec C a'; 

R le rayon de l'anneau, le rayon moyen de Saturne étant 
pris pour unité. 



DE MÈCkVii^VK CéLESTE. Z6y 

Nous prendrons également la masse de Saturne pour 
unité, et nous négligerons les termes du second ordre en 6, 
cet a. 

Si, comme il est naturel de le supposer, on admet Tétat 
de fluidité prîn^tîf pour Saturne, et pour forme celle de 
réquilibre correspondant, et si Ton à égard i la rotation 
dont il est animé, l'attraction qu^il exerce sur le point m 
dépendra de la fonction 



V 



E étant Faplatissement et cf' le rapport de la force centrifuge 
à la pesanteur à Téquateur (105)-. Quand même on rejet- 
terait cette hypothèse, on pourrait toujours, pour une va- 
leur xm peu grande de %,, admettre cette formule \ car le coei- 

ficient de - dans l'expression précédente et dans le déve- 
loppement général du potentiel du sphéroïde ne différera 
que d'un terme dépendant de cos2C7 (n°* 72 et suîv.), le- 
quel n'aura aucune influence sensible sur le déplacement de 
l'anneau, puisqu'il ne donnerait lieu, dans l'attraction sur 
ce dernier, qu'à des termes dépendant de la rotation très- 
rapide de la planète sur elle-même, que l'intégration ren- 
drait très-petits, et que, d'ailleurs, l'observation n'accuse 
aucun déplacement de cette nature. 

Le cosinus ii de l'angle z'Cm, qui serait nul avec et c, 
étant du même ordre de grandeur que ces mêmes quantités, 
il est permis d'en négliger le carré et de supposer x. = R 
dans les coeflScients qui affectent sa première puissance. 
La' composante de l'attraction de la planète sur m estimée 
suivant Cm se réduit ainsi à 

., , M) 

et a elle-même pour composantes, en continuant l'approxi- 
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malion admise, 




suivant C'/w, 



suivant Gz, 



La composante de l'attraction suivant la méridienne 



dV 



_.(e-^i),^i^,-^_.,(e-i:) 



donnera, en la changeant de signe, une composante égale 
suivant Cz^ ou GZ, et une composante du second ordre où 
négligeable, dans le plan de Tanneau. Il résulte de là qtie 
les composantes de Fattraction exercée par Saturne sur m, 
suivant Gx, Gy^ Gz, ont pour composantes 




Il est même inutile d'avoir égard au second terme de Z, 
qui donnerait pour toutes les molécules de Tanneau une 
résultante passant par son centre de gravité et qui n'in- 
fluerait ainsi en aucune façon sur le mouvement de rota- 
tion de l'anneau. La projection de v sur Oz' étant égale a 
jtjit ou à — c — ( j — b) e, il vient 

^= K ' 
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et, en continuant à négliger dans Z les termes constants, 



M) 



JO. 



On a, par suite, pour les moments, par rapport à Ox et 
Ojy de Tattraction de Saturne sur Tanneau, 

3Tt. = S.Zx = ^ ^^ ""' «S . my\ 

s. ayant la signification ordinaire de somme. 
Cela posé) soient 

a:', y' les coordonnées de m parallèles aux axes princi- 
paux Go/, Gy de Panneau passant par son centre de 
gravité ; 

A, B le9 moments d'inertie correspondants-, 

y Fangle formé par Gar, Ga/. 

On a 

A=:S./w/% B = S.war'% 

j? = j/costp — j^' sinç, / = a:' sin^H-y cosy, 

S.»rr'= A sin*^ -i- B cos^(j>, 

S,mxy=z (A — B)8iny cosy, 

et enfin, en remarquant que les moments de l'attraction 
de Saturne par rapport à Gj/, Gy ont pour expressions 

^[L^gf = JIL, cosy -+- 5lly siof , 31ly = Sîty, ces y — tf^g sin 7 , 

on trouve 

(0 



^4 




3îLy=r \ -—— ^ /BO siny. 
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173. Il noii& reste mtîmenant à calculer le moment ^TH^, 
autour de G 2 ou 

01l,:5:S.(Xj — Yx); 

or cette expression, de même que celles de X, Y, étant in- 
dépendante de rcMrieu^iîon des axe» Ox^ Oj, supposons 
momentanément que œa axes coïncident aiec Ox', Oy', ce 
qui revient à supposer 

S,mxjr=o, S^mjr^=:A, S./wj:'=B; 

on a de plus 

S . mx = o ^ S . ntx = o , 

et comme le triangle C'Om donne 



,.== V^R2^a»-V2»(j^ — «}^kI 1-+- 




il vient 

Mais il est inutile d'avoir égard à ce moment; car^ puis- 
qu'il dépend de a ou qu'il est périodique, comme le mouve- 
ment relatif de Satumede G, il ne peut affecter la moyenne 
valeur de la rotation r. 

174. Considérons maintenant les valeurs de S'H^x/j ^^r'y 
5R^. relatives à un astre qudicofnque L fort éloigné de Pan- 
neau et supposé rapporté aux axes principaux de Fan- 
neaiik. (>na,d'aprèalen^âft, enremarquamqneX^^s^A-^B, 
V représentant la distance moyenne de L et de G| 

DÏLy = n.r'z, 
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Daas le calcal de a/, y\ z, noua pourrons san» erreur 
sensible supposer que G représente le centre de gravité de« 
Saturne. 

Soient (Jîg» aS) : 

Gx l'intersection de l'anneau et de Téquateiir de Saturne ; 

GI l'intersection de cet équateur avec l'orbite de L con- 
sidérée comme fixe ] 

^ Tangle formé par GI avec Gx \ 

ff Tangle compris sous les plans de l'orbite et del'équa- 

teur*, 
u Tangle que forme GL avec GI, 
et conservons les autres notations adoptées plus haut. 

Le triangle sphérique Lxl donne 

jT = tt cosL^r = t ( cosf COS+ — ain w sim^^ cosô' ) . 

La projection de x. sur la perpendiculaire à Gx dans le plan 
de Téqua te ur s'obtient en changeant tp en * — (go** — ^) dans 
l'expression précédente qui devient 

V (co&r m^ + SQc coai^ cosô' )• 

Enfin H étant le pied de Tare de grand cercle abaissé per- 
pendiculairement de L sur l'équateur, on. a pour la distance 

de L à ce plan 

e sin LB = t. Âne sin 0' • 

On tire de là, en négligeant le carré de 6. 

X=ziv{ctiêi> sîn^^ H-sin c» cos\|> cos0') — t sine sin &'. 0, 
2 = t (cosf'sin>I;-+-sinPCOs>|/ cos0') -f- vsinpsinô'. 

D'autre part^ on a 

x' = XCOS(p — yÙRft 

y =^ jc sin <f -h X cosç , 

d'où l'on déduit, en supprimant les termes en sinus et co- 

24. 
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sinus de 2 f et des multiples de i^ qui deviennent insen- 
sibles par les intégrations, 

3TL, =0, 

3LB r 

OHy = ^ 1 sinô' COS0' sin(y — ^) 

é^ y -f-(cos'0' sin»0'|esiny sin'e'sin(f — 24*) r 

\ 3LA r 

I 311/;^/ = — - I sinG'cosO' cos(^ — 4*) 

-f-(cos'ô' — -sin'ô'J ecoS(p sin'O'cosfy— aij/) j- 

On a donc 

dr (B— A) 

et comme p et g sont supposés très-petits et que leur pro- 
duit est négligeable, la composante r de la rotation de l'an- 
neau ne subit pas de variations appréciables. 

^Quant aux autres équations du mouvement^ nous les 
obtiendrons en égalant respectivement aux sommes des va- 
leurs (i) et (3) de SfïL^ et ^TLy la première et la seconde des 
expressions (a) du n° 171, où l'on a posé 

* = — ô cos Y>, s' = — sin f ; 

et en remarquant que C = A 4- B et posant 



On trouve 



-— -{-\*s' = — 5 sinô'cosô' cos(y — 4) sin'G'cos((p — 2^) h 

— H- >»5 = — j sinô'cosô'siB((p — 4) sin'0'cos(y — 2^) h 
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et, en négligeant dans les seconds membres les termes^en 0, 

l— — -f-Vj' = — : $in9'cos0'cos(« — + ), 
] dt^ 7,%} ^^ ^' 

(3) ^,^ 3L 

f --^ + X'5 = — r sinO'cos9'sin((P — >j/). 
\ de 7,%? ^^ ^' 

Or, en négligeant le carré de 9, on a ^cp — d^ = it, d'où 

^ — 1^ = r/ -f- const.; 

il suit de là que les équations précédentes ont pour inté- 
grales 

„ . /^ ,,x 3L sinô'cose' , 

^ = Msin(Xf-f-K)H-— 3> ^,_^, cos(y^ip), 

/ »M /^ ,«*x 3L sin9' cosQ' , 

y'=Mcos(>f^-N')H-^3.-^jj— j;p-cos((p — .};), 

M, M', N, N' étant des constantes arbitraires. 

Pour que = ^s* + 5" reste constamment très-pelit, il 

r Ti,t i^>f/ 3Lsin0'cos9' . ^ -j/ ui 

faut que M, M, — — ^ — soient peu considérables; or 

cette dernière quantité ne serait pas très-petite si Saturne 
était parfaitement sphérique, car elle deviendrait 
sinO^ cosQ' 

cos^Ô' sin'ô» 

2 . 

et serait par conséquent très-sensible. 

Si la planète est aplatie par suite de son mouvement de 
rotation, cette quantité a pour valeur 

— - sin W ces 

(P) 



^ ^' + ^fcos'ô'-isin»ô'\ 



Supposons que L soit le Soleil*, soient y.| la distance du 
centre de Saturne à son dernier satellite, et T, T' les du- 
rées respectives de leurs révolutions sidérales; on a, la 
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muAe de Saturne étant toujours prise pour nniu», 



.^-.j \t)' 



Les observations donnent, en prenant le demi-diamètre 
de Saturne pour unité, 

T = 10759*'', 08, 

r= 79/, 3296, 

VI = 59,154, 

ô' = 29S7. 

On s'éloigne peu de la vérité en prenant R = 2, et l'on 
trouve pour la valeur de l'expression ((3) 

©",00055955 
E f' , 3984' 

2 10'^ 

Pour que cette quantité soit très-petite, il faut que 

E — -^ ait une valeur sensible, et alors Tanneau, et^ par 

suite, les divers anneaux de Saturne seront maintenus dans 
un même plan sous Taction de la planète. Telle est la cause 
de ce phénomène, qui a conduit Laplace au mouvement de 
rotation de Saturne avant que Inobservation de ses taches 
l'ait fait découvrir. 

Il est visible que la coïncidence des anneaux dans un 
même plan ne sera pas modifiée par le cinquième satellite 
(le Saturne, qui donne un terme analogue k celui du Soleil, 
ni parleurs actions mutuelles, ni par celle des autres satel- 
lites de Saturne qui se meuvent à très-peu près dans leur 
plan. 

Nous empruntons à la Mécanique céleste les considéra- 
tions suivantes, qui termineront ce chapitre : 

« Un anneau pouvant être considéré comme une réunion 
de satellites, on conçoit que l'action de Saturne qui main- 
tient ses divers anneaux dans le plan de son équateur doit 
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par la même raison maintenir dans le même plan les orbites 
de ses satellites situés primitivement dans ce plan. Réci* 
proquement, si les divers satellites d'une planète se meuvent 
dans un même plan toti indiiié sur celui de son orbite, on 
peut en conclure quHls y sont maintenus par l'action de son 
équateur et qu'ainsi cette planète a un mouvement de rota- 
tion à peu près perpendiculaire au plan des orbites de ces 
satellites. On peut donc affirmer que la planète Uranus, 
dont les satellites se meuvent dans un plan presque perpen- 
diculaire à l'écliptique, tourne elle-même autour d'un axe 
très-peu incliné sur l'écliptique. 

» Les termes de l'expression de qui dépendent de l'ac- 
tion du Soleil et du dernier satellite de Saturne étant insen- 
sibles, et les dimensions de l'anneau n'entrant point dans 
les autres termes, il est clair que si plusieurs anneaux con- 
centriques sont attachés ensemble et se meuvent à peu près 
dans le plan de l'équateurde Saturne, l'action du Soleil et 
du dernier satellite ne les en écartera pas sensiblement. 
Ainsi le résultat obtenu pour un anneau, en faisant abstrac- 
tion de sa lai^enr, a également lieu pour un anneau d'une 
largeur quelconque. La seule partie de S qui puisse être 
sensible, dépendant de constantes arbitraires et étant indé- 
pendante de la position de Téqualeur de Saturne relative- 
ment à son orbite et à celle de son dernier satellitCi il en 
résulte que cet équateur, dans le mouvement très-lent 
que l'action du Soleil et de ce satellite lui imprime, em- 
porte avec lui les plans de ces anneaux et des orbites des 
satellites situés primitivement dans ce plan. C'est ainsi que 
nous avons vu que le plan de l'écliptique dans son mouve- 
ment séculaire entraine les plans de l' équateur et de l'or- 
bite iiinaire, de manière a rendre constante l'inclinaison 
mutuelle de ces trois plans et la coïncidence de leurs inter«- 
sections. » 
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CHAPITRE IX. 

DE LA CHALEUR TERRESTRE. 



175. Rappel des principes fondamentaux- de la théorie 

MATHÉMATIQUE DE LA CHALEUR. Soient ! 

dzjj dxs' les volumes de deux éléments matériels /ii, nï 
d'un corps homogène, en deux points où les tempéra* 
turcs sont respectivement Vj et V, , la première étant 
supposée inférieure à la seconde \ 

r la distance de ces deux éléments ] 

F (r) une fonction de la distance dépendant de la nature 
du corps, qui décroit rapidement quand r augmente, 
et qui devient insensible ou nulle lorsque r atteint ou 
dépasse une certaine limite r^ très-petite et du même 
ordre de grandeur que les intervalles intermolécu- 
1 aires. 

~ Une induction théorique tirée des résultats de l'expé-* 
rience conduit à représenter par 

F(r){\\^V,)dtsdvj'dt 

la quantité de chaleur envoyée de m' à m dans le temps dt^ 
l'excès de température V^ — Vi étant naturellement très- 
petit comme la limite f\^ en vertu de la continuité que pré- 
sentent les phénomènes naturels. 

Soient O a:, Oj, Oz trois axes rectangulaires, dtù un élé- 
ment super&ciel d'un plan P parallèle à zOy^ et propo- 
sons-nous de calculer la quantité de chaleur e qui. traverse 
cet élément dans le temps dt-^ il nous suffira, pour arriver 
à ce résultat, de faire la somme des quantités de chaleur 
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envoyées par les particules m' du corps inférieures à P, aux 
molécules m supérieures au même plan, et situées sur les 
différents rayons partant de m' qui rencontrent d(ti daus 
l'intérieur de son périmètre. 
Soient : 

x^ y\ z les coordonnées du centre de gravité d de rfw \ 

V la température en ce point ; 

j: 4- /, y -f- Aj ^ -+- ^ les coordonnées de m ; 

X '\'l\ y '\-K^ z ->r y celles de irl . 

Les quantités /, l\ A, A', /r, V étant très-pelites d'après le 
principe élémentaire établi plus haut, on peut en négliger 
les secondes puissance» et les produits entre elles, et poser 

dx dy dz 

dV dy dy 

et l'on a, par suite, pour la quantité de chaleur cherchée, 
^ = dt^J[l'^l)Y[r)dr,dr.' 

-hÇ- C{h'''h)F(r)dwdu'+^ Ç{k'-A)F[r)dmdn'\ 

Les valeurs des intégrales qui entrent dans cette expres- 
sion sont indépendantes de la forme et des dimensions du 
corps, puisque les éléments qui composent chacune d'elles 
deviennent insensibles ou nuls, pour des valeurs de r que 
Ton doit considérer comme infiniment petites par rapport 
à ces dimensions. 

D'après l'hypothèse de l'homogénéité du corps, ou du 
groupement symétrique de ses particules, supposées toutes 
de même volume, par rapport à la parallèle à O^ menée 
parle point G, il correspond à chaque valeur de r deux sys- 
tèmes de A, A', kj k identiques, mais avec des signes con- 
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iraîres, et les deux deraièves intégrales <le e s'auouleiil {>ar 
suite. II vient donc tout simplement* 

Déterminons d'abord la portion e'de l'intégrale relative 
à celles des molécules m^ et m pour lesquelles la distance r 
reste constante en grandeur et en direction. Les molécules mf 
forment un cylindre oblique parallèle à r^ ayant pour base 
d(t)^ et l'on peut prendre 

de plus, on a 

/ — /'=rcos(r, z), 

et comme la limite de /' est r cos (^, -2), il vient 

r/V 
e' = — ^^--- F(r)r2cos(r, z)dm dtù, 

, dx 

On déduit facilement de là 

dv r 

6= — dt — diA I F(/)r*cos*(r, z)flfcj, 

l'intégrale s'étendant à toutes les molécules m, supérieures 
à dtA^ et à toutes les valeurs de r pour lesquelles F (r) ne 
devient pas insensible. Mais alors elle a la même valeur 
pour tous les points du corps; elle est de plus positive 
comme tons ses éléments^ ce qui de^it être, puisque le 
mouvement de la chaleur a lieu de la plus chaude à la plus 
froide des deux parties du corps séparées par <£&>. Nous 
sommes ainsi conduit à poser 

c = — oe -7- dnù dfy 
dx 

et étant une constante positive dont la valeur dépend de la 
nature du corps que l'on considère. 

Le /lux de chaleur en un point d^un corps, estimé sui- 
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vaut tine dîrection Ox, est la quantité de chaleur — a — 

rapportée à Tunîté de temps et à Tunitéde surface qui tra- 
verse un élément plan passant par ce point et perpendicu- 
laire à Ox. 

Considérons un parallélépipède élémentaire ayant Tun 
de ses sommets au point g^ et pour arêtes correspondantes 
dxj dy^ dz, La quantité de chaleur qui, dans le temps dt^ 
entre dans cet élément de volume par la face dydz = rf«, 
est 

et celle qui en sort par la face opposée, 

d'où, pour la différence, 

« — — djcdydzdt. 

dx^ 

fin appliquant le même raisonnement aux deux autres sys- 
tèmes de faces du parallélépipède^ on trouve qu'il a absorbé 
la quantité de chaleur 

qui a servi h échauffer de ^V le volume dxdydz ou a pro- 
duire un effet calorifique mesuré par /3 dxdydz . ^V, ^ étant 
une constante spécifique du corps, du moins pour des va- 
riations de température qui ne dépassent pas certaines 
limites, ce que nous supposerons dans ce qui suit. Il vient 
donc, en égalant ces deux valeurs, et désignant par k le 

6 
rapport - 1 

d'Y d^Y //'V dV 



38o TRAITÉ ÉLÉHEKTAIRE 

Telle est l'ëquation fondamentale de la théorie mathéma- 
tique de la chaleur. 

Si le corps peut arrivç^ à un état d'équilibre de tempé- 
rature 9 — devenant alors nul, on retombe sur Téquation 

aux différentielles partielles à laquelle nous avons été con- 
duit dsms Tétude de l'attraction des corps. 

En se reportant au n° 72, dont nous conserverons les 
notations, on voit de suite que Ton a pour la transformée 
de cette équation en coordonnées polaires 

176. Condition relatii^e à la surface dans le cas d^une 
sphère, — Le flux de chaleur qui s'échappe de l'élément d(ù 
de la surface de la sphère de rayon a^, que nous considé- 
rerons exclusivement dorénavant, est très-sensiblement 
proportionnel à l'excès de sa température sur celle \' du 
milieu ambiant, lorsque cet excès ne dépasse pas une cer- 
taine limite, comme nous le supposerons dans ce qui suit. 
Nous aurons donc, en désignant par- h une constante dont 
la valeur dépend de la nature du corps et de celle du milieu, 

dW 

(2) ^ L = h(y—\') pour« = a„ 

condition qui, jointe à l'équation (i), permettra de déter- 
miner la fonction Y. 

Les formules (i) et (2) étant linéaires, V se compose de 
deux parties, l'une dépendante de \' ou des causes échauf- 
fantes à l'extérieur, l'autre qui en est indépendante et qui 
résulte uniquement de la manière dont la chaleur a été pri- 
mitivement distribuée dans la sphère. Pour déterminer 
cette dernière, il suffira de remplacer la condition «(2) par 
la suivante 

dV 
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qui correspond à Thypothèse d^une température extérieure 
uniformément nulle ou constante, V représentant, dans ce 
dernier cas, Texcès de la température variable sur la con- 
stante. 

177. Intégration de V équation du moui^ement de la cha- 
leur dans une sphère homogène^ primitis^ement échauffée 
d'une manière quelconque y en prenant pour zéro la teni-^ 
pérature extérieure. — On peut supposer que r est exprimé 

par une suite de termes de la forme E "~ * ' Uy — > E étant la 

base du système de logarithmes népériens, ce une con- 
stante, Uy une fonction sphérique de xs et /ix, indépendante 
de r, satisfaisant à l'équation (5) du n® 73, et Ry une 
fonction de r seul. En substituant le terme précédent dans 
réquation (2), et posant x = a yfâïh^ on obtient 

' dx^ x^ 

Admettons que Ry soit de la forme 

i étant un nombre entier qui peut varier depuis zéro jus- 
qu'à Finfini, et A/ un coefficient indépendant de x. Si Ton 
substitue cette valeur dans Téquation (3) et que Ton com- 
pare les puissances semblables de x, on trouve 

{/ -H i) ( 2v — /) A/+, -i- 2 V^^^ (v — /) A/ = o, 

formule d'où résulte que : 1'' Aq reste indéterminé; oP la 
valeur d'un coefficient quelconque est 

,^^ (-^av^/v(v~i)(v— 2)...(v/ + r)Ae , 

^ ' ' I .2.3. . .1.2V. 2V — 1.2» 2 ..2» l-f-l ' 

3*^ pour i^v + 1, A, est nul, et la valeur ci-dessus de R, 
sera composée d'un nombre fini de termes égal à v + 1 . 
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En remplaçant V — i par — v^ — i dans la formnïe (h) 
ou (c), on aura une seconde yaleur de Ry renfermant éga- 
lement une constante arbitraire A'^, dont la somme avec 
la précédente, satisfaisant encore à Féquation (3), en sera 
par suite l'intégrale complète» et Ton aura ainsi 

L ' 2V l .^ 2V.2V — I 

(— 2V'~)»v(v — l)(v — 2) 



»—*■.[: 



2v 1.2,2v.2v — 1 

i.2,3.av.3Lv — i.2v — a 



.]. 



Si Ton fait maintenant disparaître les imaginaires à Faide 
de leurs valeurs en sin et cos, que Ton pose 



• A.yj 



I 

I .2.2V. 29 — I 

2<.v(v— l)(v — 2)(v — 3)jr^ _ 

I .2.3.4-2v.2y I.2V — a.2v — 3 

2v.r 2*.v(v — l)(v — 2).i.' 

2v l.2.3.2l».2v — r.2v — 2 

^ 2'v(v>-l)(v-2)(v-3)e.-^4)^ 

1.2. 3.4*5. 2V«2V 1.2»— 2.2V — 3.2V — 4 **' 

Tintégrale ci-dessus prend la forme 

Ry = Byx-" (Xysinx — Xl cosj:) 

+ B'y Jc"*' (Xy cosor -f- Xy sii!*), 

en désignant par Bv^ B* deux constantes arbitraires substi- 
tuées à Ae, A'^ dont elles dépendent. 

Dans le cas qui njQHS occupe, la fonction — doit conserver 
une valeur finie au centre de la sphère ou pour a: = o; mais 



(5) 
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comme elle se réduit k ByX""^^"***^ pour une valeur infini- 
ment petite de jr, en négligeant les puissances de cette va- 
riable d'un ordre supérieur k — (y H- i)^ ©n voit que pour 
qu'elle reste finie il faut que Ton ait By s= o. Nous devnms 
donc prendre tout simplement 

(4) Rv = Bva:-*' (XySina: — Xy coso;). 

Substituant cette valeur dans la formule (2') et désignant 
par OTi ce que devient x à la surface, ce qui revient à poser 

o|» trouve 

) \ a^ dx, a^ / I 

— eosxil/iXuJ-r"-*-- — ~ 'XyO?.^^ H 

Cette équation est transcendante et donne -pour Xi et 
par suite pour os une infinité de ▼aleurs auxquelles corres* 
pondent autant de fonctions U^ qui se détermineront 
d'après Tétat iniûal de la chaleur de la sphère, comme 
nous allons le faire voir. 

i78« Déterminaêion des fonctions U» pt^r l'éèat initial 
de la chaleur. — Nous supposerons la valeur initiale de la 
température développée en fonctions sphériques Wy de xs 
et fji, dont les coefficients seront eux-mêmes des fonctions 
connues de a. 

Soient R^Tj R^'^ • • • , les valeurs de Ry correspondant 
aux différentes racines de Téquation (5). En identifiant à 
Wy le terme en Uy de V après y avoir supposé f = o, on 
obtient 

d'où résulte un système d'équations de la forme 
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(f [a) étant un coefficient de Wy, et F^^\ . . . , les constantes 
arbitraires qui se trouvent dans le premier membre de 
l'équation ci-dessus, en supposant le produit effectué, et 
qui sont les inconnues de la question. 
Maintenant on a 

En effet, RJ et Rj étant nuls pour x = o, on a 

^''^ Jo \ ' fia^ ' da^ ) "^ V " da ^' da A=.. 

Le premier membre de celle équation devient, en y rem- 
plaçant les dérivées secondes par leurs valeurs déduites de 
Féquation (3), 

Jo 

a(«), «(") étant les valeurs de a correspondant aux racines 

de Téquation (5) qui déterminent R^, R|,*\ 

D'autre part, de l'équation à la surface (2^), dans la- 
fft 
quelle on substitue — à la place de V, on déduit 

\ da A=a." W "" j \ '^ Ja=.a! 

d'où résulte que le second membre de l'équation (e) est 
nul, et que par suite il en est de même du premier (e^), 
puisque a^**^ est différent de a^*\ ce qui démontre le théorème 
énoncé. 

En multipliant donc la relation [d) par R^'^Ja, et inté- 
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^ant de o jusqu'à /Zi, on trouve 






et l'on obtiendra les autres coefQcients, en remplaçant suc- 
cessivement l'indice o par i, 2,3,.... 

On déduit de ce qui précède le théorème suivant : 

Si Ton pose 



^'da 



•/o 

a^'^ n'étant pas nul, l'expression de la température V après 
un temps quelconque sera 

Dans le cas où l'état initial de la chaleur ne dépend que 
de a, Wy étant nul pour v ^ i , V se réduit à Q^. 

17Ô. Température finale fie la sphère, — L'une des 
racines de l'équation (5) est nu:lle, et correspond à l'état 
d'équilibre de température de la sphère. Dans ce cas l'équa- 
tion (3) devient, après y avoir remplacée: par sa valeur 
en û, 

On trouve facilement, en posant }{,,== ua\ pour Finlé- 
grale complète de cette équation, 

C^, Cy étant deux constantes arbitraires; mais comme celte 
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fonction doit conserver au centre une valeur finie, il faut 
que Cy = o, et nous devrons prendre tout simplement 

(6) • R, = Cvû'''-^". 

La condition (a') donne Cv = o, de sorte que Fétat initial 
de la cbaleur de la sphère n a aucune influence sur sa tem- 
pérature finale, qui ne dépend dés lors que de la partie de V 
qui ne renferme pas le temps. Supposons que cette partie 
soit développée en une suite de fonctions sphériques U^, 
l'équation (a) donnera, en comparant les fonctions sem- 
blables, 

-vCv«r'Uv = A(Cv<Uv~Uj, 

d'où 

Uv=u;,- 



et pour la température finale, 



V 



U„ 



a,/i 



180. État pénultième de la chaleur dans une sphère 
d'un grand rayon. — Lorsque le rayon «j de la sphère est 
très-grand, l'équation (5) se réduit approximativement à 
la suivante 

(5') Xysinx, — XyCOSx, = o, 

qui permet de reconnaître que la plus petite valeur de Xi 
autre que zéro est tt pour v = o , est comprise entre tt 

3 3 • 

et - TT pour V = I , entre - tt et ii: pour v = 2, etc. Pour 

une même valeur de v, les exponentielles disparaîtront les 
unes après les autres, d'après Tordre de décroissance des 
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quautilës Xi ou a; de la même manière, tous les termes 
correspondant aux plus petites valeurs a' de 9. disparaîtront 
dans l'ordre de grandeur de v, de sorte qu'avant rétablis- 
sement de la température finale il ne restera de sensible 
que le terme 

a 

A cette époque x^^ comme nous venons de le voir, est sen- 
siblement égal à 7C, mais l'équation (5) donne plus exacte- 
ment 

d*oà 

par suite 

(8) v=?2E''^*('"^*)sinl.(.— i-V 

en remarquant que l'arbitraire Uq peut être supposée égale 
à l'unité. 

A la surface on a 



(9) 



_t£±1 __L.\' _-2Eli/ L\' 



en désignant par G la valeur de V| à rorigine du temps, 
et la formule (8) peut encore se mettre sous la forme 

(8', v=^^.E~5^('"i)«nl^/.--i7V 
^ r.a ûi \ ^««/ 

d'où 

pour la température au centre qui est incomparablemetit 
plus grande qu'à la surface. 
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L'augmenta lion que subît la température lorsque Ton 
descend à une profondeur e très-petite au-dessous de la sur- 
face est — e ( -T- ) ou, en vertu des formules (2') et (9), 

-—(i-—Y 

(,o) ^8V. = ^«GE ''î^V. ^»'^>' ' 

et Ton voit qu'elle est indépendante du mode d'échauffe- 
ment de la sphère. 

181 . Application au globe terrestre. — Nous considé- 
rerons la Terre comme une sphère composée de couches 
sphériques concentriques, homogènes, dont la densité aug- 
mente de la surface au centre, conformément à ce que nous 
avons dit au chapitre lY; mais nous admettrons que le 
coefficient de dilatation, la capacité calorifique et le pou- 
voir émissif ont respectivement la même valeur pour toutes 
ces couches. Nous supposerons de plus que la température 
est la même en chaque point d'une couche ou que Y est 
indépendant defji et a. 

A la surface de la Terre la température moyenne ou la 
portion de Y' indépendante du temps est assez bien repré- 
sentée, à différentes latitudes, par la formule 



V' = U,-4-U',=-i7S78H-45»,28.v'i— f*S 

déduite d'une autre proposée par M. Brewster, en substi- 
tuant aux degrés de Fahrenheit les degrés centigrades. Si la 
Terre avait atteint son état d'équilibre de chaleur, on au- 
rait, d'après le n« 179, 

V/=-i7»,78h-45%:i8.-^^^^3, 
«I I 

et cette température finale, en raison de la grandeur du 
rayon terrestre «Ti, subirait des variations très-lentes près de 
la surface et qui seraient insensibles dans les mines les plus 
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profondes. L'augmentation de température observée à me- 
sure que Ton pénètre dans l'intérieur de l'écorce terrestre, et 
qui est de i degré par 33 mètres de profondeur (*), semble 
donc indiquer que notre globe n'est pas encore arrivé à son 
état final de température, et nous sommes alors conduit à 
étudier ce qu'il peut résulter de l'hypothèse où sa chaleur 
propre serait parvenue à son dernier état de mouvement, 
défini par les formules du numéro précédent. 

Nous pourrons prendre l'époque actuelle pour origine du 
temps, en considérant/ comme négatif ou positif selon qu'il 



(*) L'opinion émise par Poisson est que la région centrale de la Terre, en 
raison de sa haute température résultant de cette loi étendue à toutes les 
profondeurs, ne peut se trouver qu'à l'état gazeux, et il considère la^pres- 
sion due au poids des couches supérieures comme insuffisante pour mainte- 
nir cette zone à une densité égale à cinq fois celle de la surface. De cette 
impossibilité^ il conclut que le refroidisseipent, et, par suite, la solidifica- 
tion, a commencé au centre et s'est étendu progressivement vers la surface. 
Pour expliquer les températures croissant avec les profondeurs, il admet 
que le système solaire, dans son, mouvement général de translation, traverse 
des espaces plus ou moins chauds, et que, actuellement, il se trouve dans 
un milieu plus froid que celui qui l'enveloppait à l'époque antérieure où la 
Terre a atteint son équilibre de température. 

Contrairement au système de Poisson, l'étude des phénomènes géologiques 
conduit à admettre que l'intérieur de la Terre est liquide, que l'épaisseur 
de la croûte solide recouvrant le noyau central est relativement peu épaisse 
(4o kilomètres environ) et continue à croître, et qu'ainsi la solidification a 
lieu de la surface au centre. (Voyez pour plus de détails le savant ouvrage 
de. M. Véztan, intitulé Prodrome de Géologie.) 

Quelques géologues, par assimilation avec les courants qui se produisent 
dans les liquides chauffés à leur partie inférieure, et qui tendent à régula- 
riser la température, émettent de plus l'avis que la température est uni- 
forme dans la masse du noyau central. 

Mais nous ferons remarquer que ces courants deviennent insensibles dans 
les fluides qui atteignent un certain degré de viscosité, comme les métaux 
fondus, etc.; que de pareils fluides transmettent à peu près la chaleur 
comme les solides; que rien ne s'oppose à ce que la température crois- 
sant avec la profondeur, le centre de la Terre ne reste cependant à l'état 
liquide, puisqu'un excès de pression et un excès de température produisent 
des effets contraires dans les changements d'état des corps. Telles sont les 
diverses considérations qui nous ont conduit à faire sur la constitution de la 
Terre l'hypothèse énoncée dans le texte. 
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s'agira de temps passés ou à venir, ce qui revient à rem- 

placer par G l'expression GE ^^ ^ . '*»^^ dans laquelle /© 
représente le temps écoulé depuis Tinstant où Ton a consi^ 
déré l'état de température comme initial. 
La formule (10) donne la relation 

Désignons par V la portion de V qui est due à l'action so- 
laire dont nous représenterons l'efifet thermomélrique V 
par F sin /n£, F étant une constante et mt la longitude du 
Soleil. 

Pour des points très- voisins de la surface ou pour de 
très-grandes valeurs de a, l'équation (i) donne 

ou 

d^S" d\" 

(^^ ^r = ^-^' 

en appelant z la très-petite profondeur «^ *— a au-dessous 
de la surface de la Terre. L'équation (a) donne à la surface 

d\'' 

[h] __- = /,(v"~F)sin«r 

On satisfait aux équations [g) et [h) en posant 



(') 



, / km , 

h » ■* sin I mt - 2 V/ X l , 






km 
1 

km 
2 



I k m 
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Saussure a trouvé par l'observation qu^à une profondeur 
de 9"*, 60 le coeflScient de la variation annuelle dé V" est 

égal à — de sa valeur, ce qui donne la relation 



d'où 



"\/?=i. 



/'/?? = 0,1 34- 

En observant le matimum de la température annuelle à 
Paris, maximum qui correspond à 

siD (mt — >) = i, d'où w^=--h>, 

on a été conduit à prendre 

tang> = o,6, 

et, par l'élimination de A, les formules (f) et (*') donnent 

{/■) = 0,172, 

pour la portion de la température actuelle à la surface do 
la Terre due à sa chaleur centrale. 

182. Diminution de la durée du jour due au refroidis- 
sèment de la Terre, — Soient, à une époque quelconque, 
/le coefficient de dilatation cubique des couches sphériques 
dont la Terre est censée composée, et que nous con- 
sidérerons comme sensiblement constant pour les faibles 
variations de température que nous aurons à considérer; 
n la vitesse angulaire du globe terrestre autour de son axe; 
rflM =. ^Tta^ pdaXdL masse de la couche spliériquc de rayon a 
et de densité p. Diaprés le principe des aires, le produit 



II'- 



dm 
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doit rester constant lorsque la température subit avec le 
temps la variation ^Y, que nous supposerons assez petite, 
de même que les variations correspondantes da^ ân^ pour 
que Ton puisse en négliger les puissances supérieures à la 
première. On a ainsi 



d'où 



pa^da$a 



$n «/o 

n 

tt*da 



•/o 



La condition relative à la variation du volume de dM. avec 
la température donne 

ou, en remarquant que le premier membre de cette formule 
est équivalent k d{a*$a)y 



par suite 



a^8a = i j ' a'SWda, 

f ^ada I SV.a^da 
o «/o 



2f 

Sn 



n 

*da 






Si nous adoptons Fhypolhèse de M. Roche sur la pro- 
gression de la densité des couches à mesure que Ton s'ap- 
proche du centre, nous devrons remplacer, dans la pre- 
mière formule du n** 108, a par — > puisque nous ne pre- 
nons plus ici le rayon terrestre pour unité. Nous aurons 
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. . a 

ainsi, en posant — = x, 






ou, en intégrant par parties, 



D'autre part, si l'on commence à compter le temps lors- 
que la vitesse angulaire est n, la formule (8') du n^ 180 
donne, à très-peu près, pour des valeurs de l qui ne dépas- 
sent pas certaines limites, et en ayant égard à la grandeur 
du rayon ^i, 

tfV= siOTTo:, 

et comme on a, en général, 

/•' . . ir s{s^i) ,(5— l)(ir--2)(f-3) 1 

Jo ^L ^' «* J 

on trouve, en définitive, 

Nous avons fait l'application de cette formule, dans la- 
quelle a, doit être évalué en mètres, pour une période de 
2000 années, en remarquant que pour chaque année on 
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peut prendre approximativement mt=: 2 7t, et nous avons 
trouvé, en faisant usage des valeurs numériques données au 
numéro précédent, 

dans rhypothèse de p = o ou d*une densité uniforme; 



n lo* 



— = — - en supposant p = 0,0, comme au n® 108. 

Si nous assimilons, faute d'autres éléments sur les ma- 
tières en fusion, le fluide qui constitue la presque tota- 
lité de la Terre aux liquides dont nous connaissons les coef- 
ficients de dilatation, nous pourrons prendre comme chiffre 

moyen i = 0,0007, ®^ ^®^ valeurs précédentes de — de- 
viennent —g? — jy et correspondent respectivement à une 

diminution de o%o85 0%^^ dans le jour moyen, depuis 
l'ère chrétienne jusqu'à l'époque actuelle, ce qui est insen- 
sible. 
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CHAPITRE X. 

ÉQUILIBRE FÉLASTÏCITÉ D'UNE CROUTE 
PLANÉTAIRE. 



183. Supposons que, à la suite du refroidissement, il 
se soit formé à la surface d'une planète une croûte solide 
d'une très-faible épaisseur , comme cela a lieu pour la 
Terre, et proposons*-nous de déterminer les conditions 
d'équilibre d'élasticité de celte croûte, en là supposant 
homogène et sphérique ; mais auparavant, nous repren- 
drons aussi brièvement que possible les formules de méca- 
nique molécidaire sur lesquelles nous devons nous appuyer 
pour résoudre cette question. 

184. Définition de la pression dans les corps solides. 
— La pression sur un élément plan pris dans Tintérieur 
d'un corps solide est la résultante des actions des molé- 
cules placées au-dessus de l'élément, supposé prolongé 
indéfiniment dans tous les sens, sur les molécules situées 
de r autre côté , dont les directions traversent le même 
élément dans l'intérieur du périmètre qui le circonscrit. 

Soient : 

ft) un élément plan pris dans l'intérieur d'un corps so- 
lide, sur lequel s'exerce une pression* que nous nous 
proposons de déterminer ; 

G le centre de gravité de l'élément co -, 

r la distance de deux molécules de masses ni\ w" situées 
de part et d'autre de o) sur une droite qui traversr 
l'aire de cet élément ; 
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f(r) la fonction de la distance qui représente l'action 
mutuelle ni!m"f(v) des deux molécules m' et m" \ 

p la densité du corps ; 

p la pression sur cù rapportée à l'unité de surface 5 

Xs9 Y., Z, les composantes de p^ parallèles à trois axes 
rectangulaires Ox, O/, Oz dont les deux premiers 
sont parallèles et le troisième perpendiculaire à ei>. 

Nous supposerons le corps homogène dans toutes ses 
parties. 

Pour déterminer la résultante /7co de toutes les actions 
telles que m! TrJ^f(r)^ on peut (*) d'abord faire la somme de 
toutes les actions exercées par les molécules m' situées au- 
dessus de C(> , sur celles m" situées au*dessous , et pour 
lesquelles la distance r reste constante en grandeur et en 
direction. Or, les molécules m'' formant un cylindre oblique 
ayant pour base o) et pour génératrice une parallèle à r, 
leur masse totale sera 

pwrcosfr, a); 

d'un autre côté , puisque le corps est homogène , tes 
masses nJ sont équivalentes \ la somme ci-dessus devient 
ainsi 

m'ptarf[r) co» (r, z), 

sa composante parallèle aux x, 

m'p(irf(r)cos (r, z) ces (r, x); 
par suite 

X,= p Som /w' r/{ r) cos (r, z) ces (r, x), 

le signe Som s'étendant à toutes les molécules n^ supé- 
rieures à co et à toutes les valeurs de r pour lesquelles la 
fonction f(r) ne devient pas insensible. Mais cette somme 
est équivalente à la moitié de la somme, prise entre les 
mêmes limites, des produits mrf(r) cos (r, z) cos (r, x) 

i . 

(*) Cette démonstration, extrêmement simple, est due h M. de Saint- 
Venant. 
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relatifs à toutes les molécules m situées autour du centre 
de gravité G de (O et à leur distance r à ce même point; on 
aura donc 

X, = - p Som mrf{ r) cos (r, z) cos (r, x), 

et de même 

Y, = - p Som mrf(r) cos (r, z) cos (r, jr)^ 

Z, = - pSom mrf(r) cos' (r, z). 

185. Expression de la pression en fonction des dépla- 
céments. — L'élasticité, comme chacun le sait, est cette 
propriété en vertu de laquelle les molécules qui constituent 
un corps solide tendent à reprendre leurs positions primi- 
tives, lorsque la cause qui les en avait écartées vient à 
disparaître. Mais les corps ne sont élastiques que dans cer- 
taines limites, généralement très-restreintes, des déplace- 
ments relatifs de leurs molécules, et au delà desquelles la 
matière se désagrège. Nous supposerons dans ce qui suit 
que ces déplacements sont assez faibles pour que Ton 
puisse négliger les termes qui les renferment à la seconde 
puissance. 

Soient x^y^ z les coordonnées primitives du centre de 
gravité g' de o) ; j: 4- A, j^ 4- A:, ^-4- 1 celles d'une molécule 
quelconque située dans la sphère d'activité de g. Les 

ffr) 
expressions ci-dessus, en posant —^-- = y (r), pourront 

s'écrire ainsi, 

X* = - p Som m tf (r) ///, 

Y ! = - p Som /w y { r ) // , 
ZÎ = -pSom/iïy(r) Pj 
t'indice o étant relatif à Tétat naturel du corps. 
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Supposons que le corps subisse une très--faible déforma- 
tion : soient $ la caractéristique de la variation de r, A, A, 
/, p ; £/, u^ w les projections sur les trois axes du dépla- 
cement de G. 

Le rayon de la sphère d'activité de g étant très-petit, les 
dérivées partielles de m, i^, iv, par rapport à x, ^, z, 
pourront être considérées comme constantes dans toute son 
étendue -, d'ailleurs, ce sont des quantités de même ordre 
que M, P', w, et dont on peut ainsi négliger les secondes 
puissances ; il suit de là que le volume dxdydz, relatif à 
un point quelconque de la sphère d'activité, devient, après 
la déformation, 



z=.dxdydz 1 1 



du dv dw\ 
dx dy dz ) 



La dilatation cubique 

du dv dw 
dx dy dz 

égale à la somme des dilatations linéaires dans les trois 
directions rectangulaires des axes, restera donc constante 
pour tous les points de la sphère d'activité de g^ il en sera 
de même de la nouvelle densité 

P / . / du dv d(v\ 

que Ton pourra ainsi laisser en facteur commun devant les 
signes Som. 

On aura donc, pour les composantes de la pression après 
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la déformation, 



X,= -î-p[Somw(p(r)//« -+-Soni/7ff {r)M^r 

-f-SomiW(p(r)(/^/« + A5/)] -h ^ êp Som m f{r)l/t, 
Y, = - p [Som œ y ( r) M H- Som /w y' (r) M ^r 

Z, = -p [Soin iwy(r)/* 4- Som/n y' (r)P9r 

-f-aSom/iiç(r)/J/] H — ^pSom/wy(r)/». 

d A, par exemple^ n'étant autre chose que l'accroîssenient 
que prend u quand on y remplace x , j, z par j: -f- /' , 
j-hh^ z-^-l^ on a, en négligeant les termes du deuxième 

ordre, 

_, du , du ^ du , 
eh = — h'i-—^-h—iy 
dx dy dz 

dv , dv , dv , 
dx dy dz 



dw , div , dw , 
81=: — k+ _A4-— /, 
dx dy dz 



et enfin 



dr 



' I r . jf[^ Li^ I /a^ hk(— ''"\ 

valeurs quMl faudra substituer dans les expressions ci- 
dessus, en mettant en facteur commun les dérivées par- 
tielles de u^ j^, w. 

Les résultats de ces substitutions se simplifient beaucoup 
si Ton remarque : 1° que, en raison de la symétrie, les Som 
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renfermant l'un des facteurs h,k^lk une puissance impaire 
sont nulles ; 2^ que le corps, avant la déformation, n'étant 
sollicité par aucune force, la constante qui représente la 
pression est nulle, ou autrement que 

Som iii(j> (r) /* = Som mf^{r)h^=z Som /wy ( r) ^* 

= - Som /ii(p (/•) r* = o ; 

3^ que Ton néglige les termes du deuxième ordre ^u— 9 

du dw du 

-^? ^» — » etc., et en posant 

Somiw ^^^^»/» = Som/ii?^ /i'it' = Som/w ?^ /»X^ = -a, 
r r r p^ 

r r r p 

on trouve 

_ fdti dw\ 

^•=>'\T.* di)' 

„ I du dp d(v\ dw , 

Or il existe entre les constantes |U( et v une relation ré- 
sultant de ce qu'elles sont indépendantes du choix des axes 
coordonnés. 

Soient, en effet, a, (3, y les angles de Taxe des z avec trois 
nouveaux axes ; A', V^ V les coordonnées relatives à ces axes 
et correspondant à A, Xr, /. On a 

( = h! cosa 4- h' cos p H- /' C0S7 , 

v = £soin/ii?^/< 
2 r 

= V (cos* a H- cos* p + cos* 7 ) 

-4- 6fA (cos* a cos* p -H cos* a cos» 7 -h cos* p cos* 7), 



L 
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et comme 

cos' a H- cos' p -f- cos* 7 = 1, 

I — cos* a — cos* p — cos* 7 ^=: 2 (cos' a cos* p 4- ces' a cos' 7 

-h cos' p cos* 7 ) , 
il vient 

et, par suite, 



' = 3 



^' 



f „ (du dv r.dw\ 

Remarques, — i** On trouvera, par une simple permu- 
tation de lettres, les pressions X^, Y^, Z^ et X^., Yj^, Zj^ re- 
latives aux éléments respectivement perpendiculaires aux y 
et aux X, On déduit de là les relations suivantes entre les 
composantes tangentielles : 

(B) X<=Z«, Y,= Zj., X^= Y,, 

Ces relations sont indépendantes des hypothèses que 
nous avons faites plus haut sur la constitution et la gran- 
deur des déplacements du corps, car elles se déduisent ides 
équations des moments appliqués à l'équilibre d'un paral- 
lélépipède élémentaire d'un corps supposé soumis à l'action 
des forces qui en sollicitent les molécules^ et des pressions, 
quelle que soit d'ailleurs leur nature, exercées sur ses 
faces (*). ^ 



(*) La propriété qu'expriment ces relations se généralise, en cherchant 
les conditions d'équilibre d'un tétraèdre élémentaire dont trois arêtes par- 
tant d'un même sommet sont parallèles aux axes coordonnés. On arrive 
de cette manière au théorème suivant : 

Si en un point éCun solide on conçoit deux élc'inenls plans, la force élaslufue 
relative au premier, projetée sur la normale au deuxième, est égale à la force 
élastique correspondant à ce dentier projetée sur la normale au premier, 

26 
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2" On a 

7,^ dz 4 

et dans le cas où 

Xx=o, y^=o, 
il vient 

S div 

2^ dz 

formule applicable au cas d'un fil élastique chargé vertica- 
lenxent d'un poids. Si doac E désigne le coefficient d'élasti^ 
cité de la substance, on a 

^^ = E, d'où ,* = §£(»). 



(*) Note sur Inapplication de la théorie des /onctions isotropes de If. Cauchy 
à la recherche des pressions dans un corps élastique homogène. 

On peut, en faisant usage de la théorie des fonctions isotropes de M. Cau- 
chy, arriver très-simplement aux expressions qui représentent les compo- 
santes de la pression sur un élément plan compris dans l'intérieur d'un 
corps élastique. 

Concevons, pour cela, que Ton projette les composantes X^, Y,, Z, sur une 
droite OA dont les cosinus des angles avec les trois axes coordonnés soient 

respectivement a, 6, c; représentons par a, /3, y les symboles j-» -r» — 

dx dy ds 

ou D^, D„, Dj, en adoptant la notation plus commode de M. Cauchy. 

La projection 

r,= dX,-t-6Y,-f-cZ, 

devra conserver constamment la même valeur, en faisant subir un déplace* 
ment angulaire quelconque autour de Taxe des x, au système des deux 
autres axes; en d'autres termes, F^ est une fonction isotrope par rapport à 
Taxe des x des grandeurs u, c, w, <i, 6, c dont elle dépend et une fonction 
symbolique de D^, D^, D,. D'ailleurs F^ est linéaire jlbr rapport à a, &, e et a, 
Vf w, ou du moins approximativement pour les déplacements, en raison de 
leur petitesse; elle sera donc représentée symboliquement par une fonction 
isotrope par rapport à Taxe des x de a, /3, 7, a, 6, r, u, t», w, et sera ainsi de 
la forme 

F,= Gau -i- (fct'-h c w)-f- K (& w— cp) -h [ La-f- M(/35-h •/c)-h N (ySc— y&)] (/2p H- y w) 
H-Pa(;35-f-yc)-i-[Qa-HR(/36-hyc)](yi' — w/3), 

G, II, K, L, M, N, P, Q, R étant des fonctions symboliques de a, y3*4- y'. 
Si nous supposons que la fonction F^ ne renferme que les dérivées pre - 
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186. Équations de Vétasticiléen coordonnées polaù^es , — 
Soît /' le rayon mené de Torigine des coordonnées à un 
point M du corps, ppiiilqui sera en outre défini par sa lati- 
tude i et sa longitude L comptée à partir d'un méridien 
pris pour origine. Les équations cherchées s'obtiendront 
en exprimant qiie l'élément de volume déterminé par deux 
plans méridiens consécutifs distants de dh^ par deux sphères 
concentriques de rayons r et r-f- dr et deux cônes circu- 
laires ayant pour sommet le centre des sphères, pour axe la 

ligne des pôles et pour denjî-ouverture X, (A -|- riX), 

est en équilibre. 

Cela posé", appelons R,., M^, P,. les composantes de la 



mières de uvy w, ou qu*elle soit du premier ordre en a, ^, y^ les coefficients 
M, Ny R devront être nuls; L^ P, Q se réduiront à des constantes; G, H, K 
seront de la forme 

gi ^1 ^1 ^'f ^t ^' étant des constantes; et l'on aura, par suite, 

iT^-=zgau-^ffaoLU'^h{hv-^cw)-\-h'oL{bV'^cw)-^k{hw—vc)-irhoL{hw—vc) 
^^^\ 4-Lfl(/3i'-Hytv)-^Pu('/3i-i-yc)-hQa(yi/ — w/3). 

En raison de l'homogénéité du corps, T^, V^ se déduiront de cette formule 
par une simple permutation de lettres. 

La projection sur OA des pressions relatives aux six faces du parallélépi- 
pède dxdydz devant être égale, pour l'équilibre de cet élément de volume, 
à la projection semblable de Taccélération des Torces sollicitant le solide au 
point (x, y, z), est indépendante de la direction des axes; en d'autres termes, 
D^r^-t-D^r^H-D^r, ou l'expression symbolique a r^-h/Sr^-f- y r, est iso- 
trope, relativement aux trois axes, en a, ^, y, n, Vy w, a, 2>, c, linéaire par 
rapport aux six dernières de ces quantités, et du second ordre par rapport 
aux trois premières. Cette expression est donc nécessairement de la forme 

ar,4-/3ry4-yr, = rm-|-m'(a»-+-/3«-h7*)l(/iB-»-ftf-+-cw) 
-+- n( aa H- /3 />- -h yc) ( aa -r ^f -h y w) 

m, m'f n, p étant des constantes. 

Remplaçant dans cette égalité r^^, r^, T^ par leurs valeurs déduites de la 

26. 
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force élastique respectivement dirigées suivant le prolon- 
gement du rayon, la méridienne en allant vers le pôle et la 
tangente au parallèle dans le sens du mouvement du méri- 
dien mobile par rapport au méridien fixe, pour un élément 
plan perpendiculaire à r; R„i, M,„, P^ les composantes ana- 
logues pour tin élément plan perpendiculaire à la méri- 

formule (i), puis identifiant les coefficients de a, on arrive à une équation 
entre a., ^, y, u, c, w qui doit se réduire à une identité. 
En suivant cette marche, on est conduit aux relations 

g=Of h = o, A = o, *' = o, Q = o, g'=^m''^n, h'z=.m', L-hP = n, 

d'où 

Substituant dans la formule (i), à la place de r^^, sa valeur aXj.-f- & Y^+rZ^, 
puis identifîant les coefficients de a, &, c, on trouve, en ayant égard aux 

conditions ci-dessus, 

X,= (fe'H-LH-P)auH-L(/3fH-yw), 
Y, = A'ai/-i-P/3«, 
Z_^ = A'aW4-Pytt; 



D,w), 



Ces formules sont celles dont M. Lamé fait usage dans ses Leçons sur 
l'élasticité; elles rentrent dans celles que nous avons trouvées plus haut, en 
y supposant égales les deux constantes indépendantes P et L. 

L'égalité entre cns deux constantes, à laquelle nous sommes arrivé par 
notre première méthode, ne parait pas complètement d'accord avec Texpé- 
rience. Ainsi M. Wertheim a trouvé, à la suite de plusieurs expériences, que 
le rapport ~ est sensiblement égal à 3. 

Dans Tincertiiude où nous nous trouvons sur la valeur de ce rapport, dont la 
connaissance est indispensable pour pouvoir calculer L et P en fonctions 
du coefficient d'élasticité, la seule constante que Ton a l'habitude de faire 
entrer dans les questions de résistance des matériaux, nous avons cru devoir 
continuera admettre la relation théorique L = P, trouvée par MM. Navier, 
Poisson et Cauchy. 



et comme 






y,=x,, z,=x., 


il faut que 






v=p, 


d'où 






X, = aPD,u + L(D,ii 




Y^=P(Dx*'-<-I>y«)» 




Z,= P(n,-hD,«). 
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dîenne; enfin R^, M^, Pp les mômes composantes pour un 
élément situé dans le plan méridien. 

Les composantes de la pression pour la face r^cosldldL 
perpendiculaire à r, de l'élément de volume considéré, sont 

-^Rrr^cos\d\dLy — Mrr^cosXrfXcTL, — Vrr^cos\d\dh; 

pour la face rcosldrdL^ perpendiculaire à la méridienne, 
on a de même 

— Ra^rcos'kdrdliy — M«rcosX^r^P, —VmrcosldrdL; 

enfin pour la face rdrdl située dans le plan méridien, 

— Rprdrd\y — Mptdrdl^ — Vprdrd\, 

Soient Oj:', Oj^', Oz'la trace du méridien fixe sur l'équa- 
leur, la perpendiculaire menée par le centre O à ce dernier 
plan, et la ligne des pôles. On a, en supprimant les indices 
qui affectent les pressions, 

Icos(R,a:') = cosXcosL, cos(R,y) = cos).âinL, cos (R,2;') = sin>, ' 
cos (M, x') = — sinXcôsL, cos (M,/) = — sin^sinL, cos (M,z') = cos a, 
ces (P, 07') = — sinL, cos (P, /) = cosL, cos (P, z') = o. 

D'après cela, on pourra très-facilement obtenir les com- 
posantes des forces ci-dessus suivant Ox\ Oy^Oz'\ en les 
changeant de signe et les augmentant de leurs dillérentielles 
par rapport à r pour celles qui proviennent du premier 
groupe, à X pour le deuxième, à L pour le troisième, on 
aura les expressions analogues pour les faces opposées à 
celles que nous avons considérées ; en faisant la somme des 
composantes suivant chacune des directions Ox'^ O/'» O-^'» 
les différentielles seules restent et Ton trouve ainsi : 



cos 



,Uo«L^ + .cosLÎ^i5#!2) + .cos^:^i^.^ 



— cos>sin>cosL--~ rcosL ^ '"^!,° ^^^ ^ — rsin> ''.. '■■ ) pour Oot\ 

dr dk dL ' 

, . . dVr' . . dPcosl d? sinL 

— cosAsinL — f rsinL — 2-- r — ^ 

dr ♦ «A (\L 
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itr , dk ah 

~ C08^sin>8inLi^ -.sinL^^"-t''°''^ - rsi^a'' ^"^Ç^^ \ pour Oy, 
dr d\ dL ' 

dr dk dL 



pour Oz' . 



(D) 



SoîcDi maintenant Ro» Mo, P© les composantes respecti- 
vement parallèles aux R, -M, P de raccélération des forces 
qui sollicitent la masse élémentaire pr^coskdrd'kdh\ on 
aura pour les équations d'équilibre : 

1 cos^AcosL-^-y^+rcosL^— 2!£2i_4-rcos> — hr— 
dr dk dL 

... , r/M,H , r/(M„siii>cos>) . . </M cosL 

— cosAsinAcosL — -f rcosL ^ " ,^ •' — rsm> — ^ 

dr d\ dL 

. . , dKr' . , rfP„cos^ rfP^sinL 

— cos^smL-^^ rsmL — s^r r — ^, 

dr dk dL 

p/''cos>(R5COsL — MoSin^cosL— PjSinL) = o, 

,. . . r/Rr^ . . . r/R„ cos^ . .rfR«sinL ^ 

cos*AsinL — j^ — h^'SinL — ^l.. h^'cos^ — ^i — 

dr dk dL 

. . .dMr" . . f/(M„sin^cos^) . ^^/M_sinL 

— cosAsmA — -^ rsinL ^ " ,, ^~rsm> — ^.f 

{Ir dk dL 

cosX sinL ^— f h rcosL -^\^ ! -\- r — ^ — 

dr dk dL 

-f-p/''cos>(RaCOS>sinL— M^jSin^sinL+PjCOsL) = o, 

dr dk dL 

,.dMr' dMcosn . ,^M_ 

cos'^ — ji \. r '■^. h rcos^ -;>- 

dr dk dL 

\- pr^cos> (R^sinX -f- MjC08>) = o. 
Si l'on élimine successivement Mo et P«, Rq et Po, M© 



I 
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et Ro entre ces équations, on obtient les relations plus 
simples : 

(E) ( ^M, I r/M, I ^M^ aM,-M,„tang>4-R^-hP,tangX ^ ^^ 

» f/r r r/X rcosX uL r "^.^ .0 ^> 

"^^r^^dV^ , ^Pp . 2P,~P,tang>+R,~M^tang> _^ _ 

Ces équations expriment que les sommes des projections 
des forces sur le rayon, la méridienne, la tangente ou pa- 
rallèle, sont séparément nulles. On aurait pu y arriver di- 
rectement sans passer par les axes de projection auxiliaires, 
mais les calculs sont plus simples et plus uniformes en sui- 
vant la marche que nous avons adoptée. 

Aux équations (E) il faut joindre les relations (B), qui 
deviennent ici 

(B) R« = M„ R^=P„ M^=P«. 

II nous reste maiif tenant à exprimer les pressions en 
fonction des déplacements W, U, V estimés respectivement 
suivant le rayon, la méridienne et la tangente au parallèle; 
ce qui revient à déterminer, en fonction de ces déplace- 
ments, les dérivées partielles, par rapport à x, y, z^ des 
déplacements w, u, v rapportés aux directions ci-dessus 
prises pour axes des «, des j^ et des .r, pour ^ = r, a: = o, 
^=0. Le tout se réduit donc à une transformation de 
coordonnées, dont nous simplifierons les calculs en ayant 
recours aux axes auxiliaires des x\ j\ z' qui nous ont 
servi plus haut. Les formules (C) donnent 

Icos {:r, x') = — sinXcosL, ces (^,7') = — sinXsinL, cos (x, z') = cosX, 
cos (r, -p') = — sinL, cos (/, /) = cosL, cos (/, z') = o, 

cos(z, x') = cosXcosL, • cos'(«, j') = cosXsinL, cos (2, z') = sinX. 

D'un autre côté, si l'on appelle r', X', L' les coordonnées 
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polaires d'un point quelconque de la sphère, on a 

j:'=r'cosVcosL', 
jr' = r' cosV sinV y 
z'rrr'sinV. 

Les coordonnées de ce même point rapporté aux axes Xy 
j-, z seront, par suite, en substituant etréduisant, 

j: =: a/ ces (x, x') -hx' ces ( J?, y ) -h «' ces {Xf z') 

= r' [sinX' cosX — sinX cosX' ces (L' — L)], 

• jr = x'cos{jr,x') -l-/cos(/, j') + z'cos(/, z') 

= r' cosX' sin ( L' — L), 

z ==:p'cos(z,.r') -4-j^'cos (z, jr') H- z'cos (z^z') 

= r'[sinXsinX'+cos>co8X'cos(L' — Lj]. 

Si Ton différentie ces équations successivement par rapport 
à x^ y^ Zj puisque dans les résultats on suppose W = X, 
L' = L, r' = r, on obtient 



(F) 



Par suite, si F est une fonction quelconque de j:, y, z, 
on a, pour les valeurs ci-dessus des variables, 



dl I 

di = r' 


d-x 


d\ 


dL 


dL 1 
df rcosX 


5^ = *»' 


dr 


dr 







_dV 

~ dl ' 


I 
— > 

r 


dY 

dy 


d¥ 
'^ dL' 


rcosX 


d¥ 
dz 


d¥ 
= 11?' 





(G) 



formules dont nous trouverons tout à l'heure Tapplication. 
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On a^ d'autre part, 

ucos(Xyx') 4-PCOS (jTy x')H-«'COs(z, j:') 

= Wcos(W,ar')-|-Ucos(U,x')^-Vcos(V,^'), 

ttcos (j:,/) + «'cos (j, y) -h wcos («, y ) 

= Wcos(W,/)-4-Ucos(U,/)-f-Vcos(V,/), 

iecos(«, «') +<'cos(j, z') -h «'COs(z, z') 

== Wcos (W, z') 4- Ucos (U, z') 4- Vcos(V, z). 

Pour obtenir les cosinus qui multiplient W, U, V, il 
suffit de recourir aux formules (B) posées pfus haut, en y 
remplaçant, dans les termes symboliques, R, M, P par les 
déplacements correspondants, et accentuant les X, L, r^ en 
ayant égard à ces formules ainsi qu'aux relations (C), les 
équations ci-dessus combinées par addition donnent les 
suivantes : 

« = W [sinV cosl — cosV sin)i cos (L' — L)] 
4- U [cosîi cosX' H- sinX sinX' ces (L'— L)] h- VsînXsin (L'— L), 

p = WcosVsin {L' — L) — UsinVsin (L'— L) 4- Vcos(L'— L), 

tv= W[sinX sin V H- cosX cosX' ces (L' — L)] 
H- U [sînXcosV — sin VcosX ces (L' — L)] — Vcos> sin (L'— L). 

Si Ton différentie ces équations par rapport à Tune quel- 
conque des variables x, y^ z^ on a, pour r' = r^ X'= X, 
\J = L, les relations symboliques 

da = d\i^\ sinX dL -h WrfX, 
dp = dy -^ (WcosX — UsinX) r/L, 
rfw» == rfW — UrfX — VcosX £/L ; 
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par suite, en ayant égard aux formules (F) et (G), 

j du _j_diU W 
(/x r d\ r 



(H) 



du 


I 


d\} 

dL-^ 


V 


lî}- 


rcosX 


du 

dz ^ 


r/U 






do ^ 


I d\ 






dx'^ 


7dî' 






do 
dy- 


I dV 
rcosX dL "*" 


;(W- 


do 
Tz'^ 








dw 


I dW 


U 




di- 


r d\ 


r 




dw 


I 


dW 


V 


d^- 


nos A 


dl 


r 


dw 


dW 
dr 







UtangX), 



La dilatation cubique et les pressions sont alors expri- 
mées [formules (A)] par 



r d\ 



dV 2W- 

-77- H 



Utang^t dW 



rcosX ^iL 



A + 2 



dr J' 



(I) 



Rr = Zi =r pi f û 

\ rcosX dh '* / 

dr r dk r 



R^=P, = Z^ = Y, 



~d? 



rcosX rfL 
r/U V 



V 

r 



rcosX f/L 



I r/V 
- tangXH — . 

r ^ r dk 
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Ces formules s'obtiennent habituellement en détermi- 
nant, en fonction de ^, L, r, les pressions exercées sur trois 
éléments respectivement perpendiculaires aux x', aux y' et 
aux z', puis passant de ces pressions aux K, M, P, en fai- 
sant usage des relations auxquelles conduit la considération 
du tétraèdre élémentaire. Mais la marche que nous avons 
suivie nous a paru au moins aussi naturelle et aussi simple. 

Les équations générales de l'élasticité en coordonnées po- 
laires s^obtiendront en substituant les valeurs ci-dessus des 
pressions dans les équations (L) ; on trouve ainsi 

r^ , ,d^ , d/d\V drm 

,[^3^cos^-4.cosl-(^— .._) 

^^" \£/A dr ) dL\dr "^ cosX 'dL ) j 

-f-pcosÀr*Ro = o, 
^ rfA 1 d /drJJ rfrcoslVX 

3 ces A -rr- H — 1 -rr 



(J) { ^ L '^^ ' '•'c«sX dL \dL d\ 

^ d (dW drl]\l , ^^ 

\nj_d^ d /dry ï ^W\ 

L cosX dL dr \ dr cosX dL ) 

_]_±l J_^ I ^rcosXV Vn 

r' dk \cosX dL cosX dr /J " " 

Les conditions relatives à la surface s'obtiendront en 
exprimant que les forces élastiques R^, R,„, R^ sont égales 
aux composantes estimées suivant leurs directions des forces 
qui sollicitent le même point de cette surface. 

Les formules que nous venons d'établir peuvent mainte- 
nant nous permettre d'aborder la question suivante. 

187. Équilibre d'élasticité d'aune croûte planétaire sphé- 
rique animée d'un mous^ement de rotation uniforme au- 
tour d'un diamètre^ sollicitée par la grai^ilé et soumise à 
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des pressions noimales intérieure et extérieure. — Soient : 

g la gravité à la surface ; 
Ti et To les rayons extérieur et intérieur; 
Pi et Po les pressions extérieure et intérieure; 
e l'épaisseur de la croûte-, 

n la vitesse angulaire de la rotation ; l'accélération cen- 
trifuge sera exprimée par 7z*rcosX. 

Il est manifeste que, après la déformation, la croûte res- 
tera toujours un solide de révolution autour de Taxe des 
pôles, et que les molécules qui la constituent ne seront dé- 
placées que dans leurs méridiens primitifs. 

Il résulte de là que V = o et que les autres déplace- 
ments W et U sont indépendants de L; les formules (I) 
deviennent ainsi 



7~d\ 



2W — UtangX dVf 



dr 



(K) 



fdV i dVf u\ 

Rp=Pr=0, M^ = P„=o, 
et les équations (E), qui se réduisent aux deux premières, 

R;„rang^ — M„— Pr 



~d7 



r d\ 



(L) 



dMr ^ i dM^ ^ 
dr r d\ 



2Rr- 

4- p«Vcos'> — pg — = o^ 

ri 

2Mr — Mmtang>-hRw-h P^tangX 
/• 

— p/ï'rcosX siD> = o. 
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auxquelles il faut ajouter les conditions 

SR„, = o pour r=r, et r=ro, 
Rr = P« pour r==ro, 
\ R^=P, pour r = r^. 

Si Ion pose 

U = U'4-U", W = W'-f-W", 

on pourra profiler de Tindétermination qui existe entre 
ces nouvelles fonctions pour décomposer chacune des deux 
équations linéaires auxquelles conduit Télimination des 
pressions entre (K) et (L) en deux autres : Tune en U' et 
W, renfermant seulement la gravité, l'autre en U'' et W", 
contenant uniquement les termes relatifs à la force centri- 
fuge. Quant aux équations de condition, on pourra de 
même les décomposer en deux autres, de telle sorte que Po 
et Pi restent seulement danà celles en U' et W. 

Les quantités U' et W ainsi définies ne seront autre 
chose que les déplacements qui résulteraient de la seule 
considération de la gravité et, des pressions intérieure et 
extérieure, et U" et W les déplacements analogues aux- 
quels donnerait lieu la force centrifuge agissant isolément; 
nous sommes ainsi ramené à résoudre séparément les deux 
problèmes suivants. 

188. Équilibre d'une croûte sphérique soumise à Vac^ 
lion de la gras^ité et des pressions normales constantes in^ 
térieure et extérieure, — La croûte restant nécessairement 
sphérique et les déplacements ne pouvant avoir lieu que 
dans le sens du rayon, U est nul et W est indépendant 
del. 
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Les formules (K) et (L) se réduisent à 



* dW W 

A =—--+-2—, 

ar r 



(K') 



R« = Mr=:0, R^=:P, = o, M^ =: P,„ = O , 

L'éliminatioix des pressions entre (K') et (1/) conduit à 

r 

nnw 1 (dvf w\i ^^r, 

'\dr^ '^ r\dr H / J ~" p ' 



dh 



ou 

d'où, en posant 

77 étant le poids spécifique de la substance, et en appelant a 
une constante arbitraire, 

Si dans cette équation on remplace A par sa valeur en fonc- 
tion de W, puis qu'on la multiplie par r*, on aura 

r'— -" -h 2Wr = — ; — = mr* H- or', 
r/r dr 

d'où, en intégrant et désignant par b une nouvelle constante 

arbitraire, 

I I h 
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par suite, 

Les conditions relatives à la surface donneront 

d'où 

par suite, • 

_ n r>(r;-r;)-r'(r;-r;)+(r?— r;)r?r; 

Le numérateur du terme en m de cette expression est 
divisible par (r — Tj) et (r — Tq), puisqu'il doit s'annuler 
pour r = To et /• = r^; d'ailleurs égalé à o, il donne une 
équation du cinquième degré en r qui, ne présentant que 
deux variations, ne peut avoir d'autres racines positives 
que To et r|. Donc ce numérateur reste constamment négatif 
pour toutes les valeurs de r comprises entre ces deux 
limites, et, par suite, B^ est une pression sur toute la spbère 
de rayon r. 

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires 
pour déterminer le déplacement W et les deux forces élas- 
tiques principales d'égale intensité M^, P^. Mais pour sim- 
plifier les formules, nous supposerons l'épaisseur e de la 
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croule assez faible pour que Ton puisse en négliger le 
carré. 

Posant donc 

/• = r. H- f , 

on aura 

'•* 'î ri 

d'où Ton déduit 

, /Po — P, 22 \ rj /Po— p. 22 \ /•; 

\ fx^ 5 / 12 \ Éf 00 y i2pi 

Ces valeurs substituées dans R^ conduisent à 



s 



R,^~-P.-+--(Po-P.), 

ce qui était évident à prion. 

Enfin on a, pour le déplacement W, 



W 



fxe L 20 ^ 5 
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P r 
OU, en négligeant Po devant -^9 



20 fi ^ ' \ e e 1 

!î[=_I_(P._P._„,)(3jv_5.\ 
r 20fA \ ^ ^ I 

w, = f-* (P. -p. -«,«)(!:• -2), 

!![î = lii(p._p._„,), 

r, 20f* ' \ e / 

et la variation subie par Tépaisseur e est représentée par 

W. — W.= - — -•(?.-?, — oO. 

lO j!i 

Si nous appelons Q la valeur commune aux deux forces 
élastiques principales M,„, P^, nous aurons, en continuant 
la même approximation, 

d'où, en négligeant P© devant P© -% 



i r 5 

Qo=--"{P.-P. — otf), Q, = Qo-4-gci(?. 

Supposons que Po — Pi — xse devienne nul, après avoir 
été primitivement différent de o ; on aura 

5 
W;=o, Qo = o, Q,=;gi!j; 
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ce qui revient à dire que si, en se déformant, la Terre ne 
s'était désagrégée ni fissurée, elle reprendrait dans les con- 
ditions actuelles sa forme primitive, les forces élastiques 
perpendiculaires au rayon devenant nulles à la surface in- , 
térieure^ et des tractions à la surface extérieure. 

Admettons maintenant que, par suite du refroidissement 
du noyau liquide intérieur de la Terre et de la contraction 
qui en résulte, Po aille en'diminuant ; W deviendra néga- 
tif; l'épaisseur e ira en augmentant; Qo iera une pression 
croissante en intensité^ tandis que Qi restera une traction 
ou finira par devenir une compression. L'écorce terrestre 
pourra donc se rompre de deux manières différentes : i** par 
arrachement à l'extérieur et écrasement à l'intérieur, ce 
qui donne une explication fort simple des Irembiements de 
terre; 2° par écrasement sur toute son épaisseur. 

Dans ce dernier mode de rupture, la matière liquide du 
noyau, comprimée par les roches supérieures, tendra à en 
soulever les différentes parties dans lesquelles ces dernières 
ont été divisées, et à arriver jusqu'à la surface delà Terre. 
On retombe ainsi sur la théorie relative à la formation des 
chaînes de montagnes due à IVÏ. Ëlie de Beaumont. 

L'ellipsoïde d'élasticité (^) correspondant à un point 
quelconque de la surface extérieure de la croûte a pour 
équation 

iB' x* -I- j» 

la surface à laquelle est tatigeni rélément pour lequel un 
rayon vecteur de cet ellipsoïde représente la force élas- 
tique, est déterminée par 



K étant une constante positive. 



:K, 



(*) Voj^es les Leçons sur Vélasticité, de 'M. Lamé. 
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Si nous supposons que Q, soit une traction, cette ëqua** 
tion correspond à deux hyperboloïdes de révolution asym- 
ptotiques, l'un à deux nappes, l'autre à une nappe, et Ton 
a pour Téqua tion de leur cAne asymptote 



Z2 X'^jr^ 



et la force élastique sera tangeniielle pour tous les éléments 
tangents à ce cône. L'inclinaison a de ses génératrices sur 
la méridienne sera donnée par 



tanga 



=v^- 



C'est à cette force élastique tangentielle T, représentée par 
le rayon vecteur de l'ellipsoïde d'élasticité déterminé par la 
droite 



s/- P. \/Qi 
et dont la valeur est 



que paraissent dues les ruptures par glissement^ connues 
en géologie son& le nom de failles. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ces considérations 
basées sur l'hypothèse d'une homogénéité constante et d'unç 
sphéricité parfaite. 

189. Equilibre d^ élasticité d^ une enveloppe homogène 
animée d^un moui^ement uniforme de rotation autour 
de Vun de ses diamètres (*). — Si l'on remarqiae 



(*) M. Lamé a donné dans le Journal de Mathématiques pures et appli-' 
quées {iS5i) les intégrale» des équations d'équilibre d'élasticité des enve- 
loppes sphériques, quelles que soient les conditions relatives à la surface, 
et dans ce qui suit nous ne ferons qu'appliquer la belle méthode qui Va 
owduit k ce résvltat. 

27. 
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que 






Ro = /ïVcos>, 


Mt = — /iVsin) cos>,, Po=o, 
rfW dV 


V = o, 



et que l'on désigne, pour abréger, cosX par c, les équa- 
tions (J) deviennent 

^ ,dà ^ \ dcZ p/i» ,^ ^ 

, dr c d\ £1 ' 

(0 < 

3 — r- = *^ — smlL co8> r* 

d\ dr fi 

en posant comme plus haut 

A — 1 ^^^ 1. ^U 
r' dr rc d\ 

(2) ^ et, de plus, 

Z — — — — 

Or il est facile de trouver des intégrales particulières des 
équations (i)^ et, par suite, d'en rameuier Tintégration à 
celles de ces mêmes équation.^ privées de leur second 
membre. Eu effet, on voit que ces équations peuvent 
être vérifiées par Z = o et par une valeur de û de la 
forme ar*cos*X, a étant une constante déterminée par la 
relation 

bu = — •- — 

On a alors 

dYf _dr\} 
~d\'^ dr^ 

i rfr»W I dcV I ûfi^r^ 

"1 — T — I -TT = ~ S — cosn, 

r* dr rc dx " f* 

équations qui doivent être évidemment satisfaites par des 
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expressions de la forme 

W.=: ^r'+/r»cos»>, U = hsm\ cos>r», 
b, fy h étant des constantes liées par les relations 



6 tt 



(3) 



1 p/ï' 

d'où 

On a ainsi le système de valeurs particulières 

Za =0, 

A, = — ^ i^ cos'X, 

Wo=^^f~cosnV 
21 fi \5 / 

I pn^r^ ... 

Uo =• 7— ' sm X cosX. 

42 p , 

Si donc on pose 

U=;:U. +«, 

Z =5 Zo + Ç, 
les équations (i) et (2) deviendront 

3r'— -h" —- = 0, 
(5) • I 'ir c a, 

. I //7^«' I dcu 

\ ^ €/X dr 
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Les formules (K) seront remplacée» pttf les suivantes : 



(7) 



7 



. . , , /du I dit» u\ 



\ 



R* 



:P, = 0, M^ = P^ 



et pour 



r=: r^ et >• = r, 
on aura les deux conditions 
div 

(8) 



(- €/w û/i'r* /2 IQ , \ 



du u i div 

dr r 



:== — t sin>cos>. 

2 tfr 71* 



Cela posé, occupons-nous de la recheW^he de déplace- 
ments Uy w, C, d. Si Ton ajoute les équations (5), respec- 
tivement différentiées par r&pport à r et X, on obtient, en 
supposant que la seconde ait été multipliée par c avant la 
. difTérentiation, puis divisée par c après cette opération, 






de — 
1 d\ 



ou, en posant sin 



dr 
X==a 



dl 



= o, 



dr 



(9) 



dS 
dr 



//(i — a^») 



de 



dr da 

En faisant dans cette équation 



= o. 



V étant ua nombre entier positif et Qy une certaine fonction 
de a, on aura, pour déterminer cette dernière, 



.„-.,^ 



(lo) 



4-v(v4- l)Qy=0, 



On sait (86) que celte équation linéaire est vérifiée par le 
polynôme 

2(2v — i) 2.4-(3iv — i)(2v — 3) 

Pour trouver l'ititégrale complète de Téquation (lo), po- 
sons 

il vient 

(,.,,)X.._H.2[(.-a»)_-«X.J-=:0, 

ou, en représentant ~ par «, 

fl?/ / 1 cf Xy ^ \ 

rfa \Xy da. Cvr «V 

fr / I arfa \ 

-4-2.^^../Xy-.^— ,j=0, 



rfr 



^, A« élwt pne -cott^t^»;te aïi)itraire, 

logr -4- logX,' -I- log (i — a') = log A',, 

A'. 






Xj(i-ar 
d'où, en désignant par A, une autre constante arbitraire, 
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et 



Vv — ~ *^vXv H" Ay Xv I vTT — 

Jo -^v i I " 



■«') 



Le second terme de Qy devenant infini (^) pour a = i, il 
faut nécessairement que A'^ = o ; nous ne pouvons donc 
prendre que. 

tandis que si la sphère était limitée vers le pôle, par un 
cône de latitude par exemple, il y aurait lieu de conserver 
le second terme. Ainsi Téquàtion aux différentielles par- 
tielles (9) est vérifiée par 

On reconnaît sans peine qu'elle est de même satisfaite par 
cette autre valeur 

B = By+I Xy • p^:^ > 

By^i étant une Seconde constante arbitraire-, nous pourrons 
donc prendre pour Tintégrale générale de cette équation la 
série indéfinie 

y = 00 . 

Dans le cas d'une sphère pleine, il faudra supprimer le 

deuxième 

du solide. 



deuxième terme -^» qui deviendrait infini pour le centre 



( * ) Car soit Xy' la plus grande valeur de Xy , pour les valeurs de la variable 
comprises entre o et 1 , on a 

qui n'a pas de limite. 
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Les équations (5), qui rentrent maintenant Tune dans 
Pautre, puisque l'expression (ii) vérifie Téquation (9), qui 
résulte de leur combinaison, donnent, en posant ^=:c^, 



v = 

v = 

De cette dernière formule on déduit, en représentant par 
(f (a) une fonction arbitraire de a y 

en portant cette valeur dans la première, pour obtenir cp {a) , 
on trouve 

»{v + i)X,l=o. 



+ H 



<f[a) est donc une constante arbitraire que nous représente- 
rons par C; nous pourrons alors écrire 

(.3) ;j = CH-3 2^('-«')(7:p7— ;•— )• 



Il nous reste maintenant à trouver u et tv^ remarquons 
pour cela que 

Idw dru I 
I dr^w I dcu 
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et 

w(x or 

dr^tv de ru 
dr doL 

Pour intégrer ces équations, posons 

w = m;'' -J- «*", a ==: m' 4- m", 

iv' et u' étant des intégrakw particulières qui doivent en 
rendre identiques les deux membres, et w'' et u'^ les inté- 
grales générales des mémee équations sans second membre. 
D'après la première des écpiations (i3), on a 

da^ _ dru" 
"ST"" dr * 

ce qui suppose que W et rvl' sont les dérivées respectives 
d'une même fonction F par rapport à r et à X. Celte fonction 
sera déterminée par la seconde des équations (i3) ou par la 

suivante : 

rfF df 
dr^^ dc^ 
i dr 1 dl 

P dr ^ ^ d\ '^^' 

qui est identique à Féquation (9); on a donc, pour son in- 
tégrale générale, A'v et Bv^, étant des constantes arbitraires. 



I 



f=2^.(a:/^4.^), 



'4) 



par suite, 

y = ce 



■ = 5 = 2 ^•' ('"^" '■""' - <" -^ • )^''-^' '^) ' 



y = ac 



■■=;^^2^^-1r(»>--»-;^)- 
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Si nous ajoutons les équations (t3') rcspecrÎTement dîf- 
férentiées par rapport à a 6t r, nous obtiendrons, en ayant 
égard aux formules (5'), 

doL dr^ da dr dr dr 

V = QO 

» = o 

Posant 

on aura, pour déterminer les coefficients Sy^i, Ty, supposés 
uniquement fonction de a, 

- -f- (v -h 3) (v -+- 2) Sv+, = Xv.aAv (i — v). 



da 

dTy 

-h (v — 2)(v— l)Ty=Xv.2Bv+,(v-f-2) 



''('-«')^, 



Si Ton compare respectivement ces deux équations aux 
deux suivantes : 

dXvA'j 

hv(v-hl)XvAv = 0, 






-v(v-4-i) XvBv+, = 0, . 



on reconnaît sans peine qu elles seront vérifiées par des 
expressions de la forme 

Sy4.| = y Ay Xy , Ty ^^ 7 By^.| Xy , 
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y et y' étant des constantes déterminées par 

(v H- 3) (v -4- 2)7 — v(v4-i)7 = 2(i — v), 

(v — 2)(v — 1)7' — v(v-4-l)7' = 2(v-h2), 

d'où 





= — 


V I 


7 


2v-i-3' 


7' 


=; — 


V -4- 2 



2» — I 

Nous aurons donc 



(,5) «.'= VxJ- A.^r-.-B,..il±iil]. 

-6^ L 2v-h-3 2V — I /-vj 

Enfin, pour avoir i/', nous aurons recours à la première 
des équations (i3') qui donne 



V = 00 



v = 



d'où 



v = 

et comme vl doit rester fini pour cl=.\^ il faut que C = o 
et Ton a tout simplement 

y = 00 
* ^ ^^ . e/a L (v-hl) (2V-I-3) v(2v-^i) r»J 

v = 

Par conséquent, les valeurs les plus générales de u et iv 
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seront 



(«7) 



v = 



v = 

y s= GO 

^ doL l (v-Hi) (2V4-3) 









Il nous reste maintenant à calculer les constantes indé- 
terminées A y, Av) By^i, By^., au moyen des équations de 
condition (8) qui, eti ayant égard aux valeurs précédentes, 
et représentant par r, l'une ou Tautre des limites de r, 
deviennent 



2v(v — i) — 5 






3 ^' 



(i8)< 



-+-2(v-M)(v-4.2)By+,-;:;r3 

y= 00 

^v'— 3 1 



/ 2(v4-2) rzv»— 3 



r,- v(2v 

, _:' — £ ^sinXcosX. 

Pour simplifier Técriture, nous représenterons, dans ce 
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qui suit, respectivement par Hy et Kv les coefficients de X„ 

et VI — ût* -y— des expressions ci-dessus. 

Ld détermination de Hy 's'effectuera très-facilement au 
moyen du théorème connu (81 ) 



G SI V>v'c 



/ Xy i/a si 



Nous aurons ainsi, en multipliant la première équation (i8) 
par Xy^a et intégrant entre les limites — i et -f-i, 

, , „ ... j :'-(g-^-)- 



j-, ^'' 

Pour obtenir Ky, nous nous servirons de la propriété 
suivante des fonctions Xy , 

io si v>v'(*) 
v(v-M) / Xlda si v=v', 

J— I 

qui n'est qu'un cas particulier d'un théorème plus général 



(*) Cette formule s'ûbtieirt «n «lultipHant par -^ réquation 

T hv(y+-f)Xy=o, 

doc 

et int^ani par parties* 



^ ' 7pt v(v-4-i) 
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dû à M. Lamé (*) -, on arrive de cette manière à 

ou, en intégrant par parties, 

Xv(i — 3a^)£/a 
-I , 

(^ éunt un nombre entier que Ton devra succèssîvemeni 

X^ûL^dcc^ j Xi dot. — 
L'équation 

(lO) 1 hv(v-h l)Xy==0, 

multipliée par aPfl?a, Sonne, en intégrant par parties, 
v(v-hi)JXvaPJa=-J«Prf[(l-«a»)^^] 

— /? rXv.'[(;>--l)«>''^--(/? + !)«/'] rfa; 
(*) Journal de Mathcnmiitfues pures et appliquéet^ j854. 
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d^où 

(ai) 
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/-f-i 
Xv afflua 

/-M 



Cette formule permet de voir que : 

I** Pour toute valeur de v différente de l'unité, on a 

XvOidût = 0; 

XH-r 
XyOL^da = o pour toutes les valeurs de v autres 

que V = o, V = 2. 

La même formule donne 

f \oL^da=,L C'^'x^da; 

HfO^doc'^ mai 



mais elle ne 



mais on a 



Xo = I , Xi = a, Xa = a'— "^ « > 

Xya''rfa, diffé- 
rentes de zéro, 



IL^dcL = 2, 



2 

3' 



(«) 



/.:■ 

I X|a<^a: 

X-^' 2 

Xoa^rfa=:-5 
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Il suit de ce qui précède que Hy, Ky seront nuls pour 
toutes les valeurs de v différentes de o tt 2. Nous n'avons 

Xy da que pour v = o, v = 2. 

On voit facilement que 



i£ 



En portant les valeurs (a) et (i) dans les formules (19) et 
(20), on trouve 

lia = — T~ • "" 



(22)' / 4^. f* 

K, = 7» ^» 

14 fA 

491 • Calcul des coefficients Ay, A'^, By^i, BJ^j. — On 
reconnaîtra sans difficulté que ces coefficients sont nuls 
lorsque v > 2 •, de sorte qu'il nous suffit de considérer suc- 
cessivement les cas oùv = o, v = i,v = 2. 

Pour V = o, on a 

le terme en Bi étant infini dans la deuxième des équa- 
tions (18), il est nécessaire que 

B,==o. 



(*) Ce qui indique que la relation entre K,, A'^, A^ est satisfaite d'elle- 
même. 

28 
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On a ensuite 

l 5 45 p rj— rj 

Qaant à la constante A'., elle n'existe ni dans w ni dans u, 
puisque ^— = o. 
Pour V = I, on a 



r. r. 

par suite, 

A, = o, B', = 0, B, = o. / 

, A', reste indéterminé, et cela devait être, car il est facile de 
s'assurer que ce coefficient correspond à des déplacements des 
. points du corps compatibles avec Thypothèsede sa solidité. 
Pour V = 2, on a les équations 

5 , I 5 1 I P^*^i 
2 A', Aar? — 8B', • — — ^ B, • -r = 7 ^f 



qui, en y supposant successivement / =r o, 1 = 1, donneront 
quatre relations entre les coefficients A',, Aj, B',, Bg, au 
moyen desquelles on les déterminera. Mais, avant d'aller 
plus loin, nous ferons remarquer que les autres coefficients 
étant nuls, w et u ont pour valeurs 

.= lA.,-!l.(..-i)(,»>-^^-3.',l-|B..l). 

a = asinXcosXf A' r — - A,H-f- B' ~ — i B3 •— , )• 

\ 7 * r* o r'/ 



DE MÉCANIQUE CÉLESTE. 4^5 

Le calcul des coefficients A',, As, Bg B',, ne présente aucune 
difficulté ^ mais, comme il conduit a des expressions très- 
complexes, nous laisserons de côté le cas général pour ne 
considérer que celui d'une enveloppe très-mince, dont 
l'épaisseur soit négligeable devant le rayon intérieur ou 
extérieur. Si nous posons 

il vient, en supprimant les secondes puissances de e et lais- 
sant de côté les coefficients indéterminés, 

"•=î*'-|-^(-ï)(»*>'-7'i-».;^-|».;T) 

ii = 2sinXcosX| A' To A,r; + B' — — ^Ba — 

^l(...,_|..^_4B..i.i^)]. 

Les formules au moyen desquelles on calculera les coeffi- 
cients A'2, At, etc., s'obtiendront en supposant < = o, dans 
les équations (B), et enjoignant aux deux équations obte- 
nues leurs dérivées par rapport à To, on a ainsi 

2A>o-H-A,rJ-h24B;--h-f B3--,=-.^£-^ 



42 
- A,rJ — 60 tf, - — -2B,- = — ;^ ^ ï , 

2A,r, Ajr; — OB, — — rr B3 -- =: j' 

7 '•J ^ ^' ï4 f* 

— - A,r; -h 2oB'3 --4-^B3-^ = j ^^^ 

28. 
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d'où 

, l6lp»'/-; 

*' •- 45o (. ' 

B', ^ 4 pn'rl 
rj 75 (* ' 



B, 


28p«'rJ 


'^î" 


"75 (L 


Les formules (A) donnent 


B", 

ri ~' 


I 11 pn'rl 
645 f. ' 


A,r,: 


45 (t 


et en faisant les substitutions on trouve 



^ L210 ^^ :j:y i ro 70 ^ J 

a = ^ ' sin X cosX h ?p - ) • 

p \ 21 35ro/ 

Si Ton se reporte aux valeurs (3) et (4)) on obtient 
U = ^- - ( — I -4- -^ - 1 sinX cosX. 

fA 2 \ 5 To/ 

L'approximation avec laquelle nous avons calculé les 
coefficients inconnus exige que nous prenions tout simple- 
ment 

W= — £^ (4cosn— 5sin»X), 



U = — - ■ sin X cosX, 

2 f* 
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et la variation de l'épaisseur a pour expression 

^ ' e lo fx 

Les formules (24) et ( 25) conduisent aux théorèmes sui- 
vants : 

192. i*' L! aplatissement au pôle est égal à cinq fois le 
quart du gonflement de Véquateur^ et le point de la 
croûte pour lequel le rayon na pas. varié correspond 

à tangX = i/ï, soitlzrz^i^ii'Zf. 

7? V épaisseur est restée constante au pôle, mais elle a 
subi une diminution qui va constamment en augmentant 
à mesure que Von s'approche de Véquateur. 

Z^ Le déplacement maximum dans le sens de la méri- 
dienne et la différence mappimum des déplacements ana- 
logues à V intérieur et à V extérieur de la croûte correspon- 
dent à X = 45 degrés i ces déplacements sont négatifs, 

W est maintenant aisé de voir que la courbe méridienne 
déformée est une ellipse : en effet, si l'on désigne par r' et X' 



F»2r3 



les nouvelles valeurs de r et /, on a, en posant = «, 

r' = r„-|- W = Ro4- û (4 cosU — 5 cos'>), 

V= Xh = \ — 5 — sin> cos 1 ; 

r n 

ou, en négligeant la deuxième puissance de la quantité a, 
qui est très-petite dans le cas de la Terre, 

r' = r»-f- fl ( 4 ces» V — 5 sin* >/ ). 

Soient Xy y les coordonnées d'un point de la courbe mé- 
ridienne rapportée à Taxe des pôles et à sa perpendiculaire 
au centre de la sphère. Il est clair que l'on aura avec la 
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même approximation 



et enfin 






^(,_8f)+,.(, + .of) = rJ, 



équation qni représente une ellipse dont les deux demi-axes, 
respectivement égaux i 



a 



sont dans le rapport i -h 9 - à i 



/•p 



Quelques géologues, qui n'admettaient pas la doctrine des 
soulèvements, avaient cherclié à expliquer les faits qui ont 
accompagné la formation de Pécorce terrestre en supposant 
que la Terre a éprouvé à différentes époques, dans son axe 
de rotation, des dérangements dus à des causes astrono- 
miques^ De cette explication, qui est peu vraisemblable, il 
résulterait, que l'aplatissement aux pôles observé actuelle- 
ment est dû à l'action de la force centrifuge sur Técorce 
terrestre arrivée à Tétat solide, et que l'on a par conséquent 



r, 299 i0{* 

Or on sait que 

4ooo^<^o j_ 544^^ 

'"''""3600X24' ^^^;8Ï8^ 

en substituant ces valeurs, an trouve que le coefficient 

5 

d'élasticité E = - fx, rapporté au millimètre carré, est égal 

à 44 9 33o,^ ce coefficient est environ égal à deux fois et demie 
celui du fer, qui est de tous les métaux connus celui qui 
offre le plus de roideur. On ne parait pas s'être occupé jus- 
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qu'ici de la rech^che des coefficients 4'élaslicitédes espèces 
minéralogiques et de leurs composés *, mais il y a tout lieu 
de croire que les limites entre lesquelles varie le coefficient 
moyen d'élasticité des variétés prédominantes du granité, 
qui forme rétément principal de la croûte terrestre, sont 
très-différentes du chiffre trouvé plus haut. 
On déduit facilement de ce qui précède 

A = ^£^cosn, . 

5 fi 

M«=o, 

Si X = 90 degrés, M„= P^^ ce qui devait être. Quant aux 
pressions R,., P^, elles sont de Tordre e^ et, par suite, négli- 
geables par rapport à P^, dans le genre d'approximation que 
nous avons adopté; nous avons donc ces trois nouveaux 
théorèmes : 

193. i^ La dilatation cubique est positive j elle est nulle 
au pôle et maximum à Véquateur, 

7? Les forces élastiques principales se réduisent à une 
seule, dirigée suivant la tangente au parallèle, et qui est 
constamment une traction. Les points de rupture par arra- 
chement se trouvent à Véquateur, 

3° Les forces élastiques correspondant à un même point 
sont dirigées suivant la tangente au parallèle^ et chacune 
d^ elles i obtiendra {^) en projetant P^ sur la normale au 
plan sur lequel elle s^exerce, puis reportant cette projec- 
tion sur la tangente ci^dessus. 

Ici il ne peut y avoir de rupture uniquement par glisse- 
ment. Les failles ne peuvent donc servir d'argument en fa- 
veur de l'hypothèse des changements survenus dans l'axe 
de rotation de la Terre dont nous avons parlé plus haut. 

(*) Vojre» la note de la page 4oi. 
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L'augmentation du volume 4 ^ ^J ^ de l'enveloppe aura 
pour expression 



Tt 



'''Ù 



' I P/ï'rf 



5 fA ^ " i5 



a 

en d'autres termes, l'augmentation de volume a eu lieu dans 

Je rapport de i a -^ • • 

Il serait maintenant facile de poser les formules relatives 
aux pressions et aux déplacements de la Terre lorsque l'on 
veut faire entrer simultanément en ligne de compte la gra- 
vité, la force centrifuge, les pressions intérieure et exté-^ 
rieure. Sans insister sur cette question, que nous pouvons 
considérer comme résolue, nous ferons remarquer seule- 
ment que le cône de glissement (*) devient ici elliptique, et 
que Tinclinaison sur Thorizon des directions du glissement 
varie avec la latitude du lieu. 

C^) Voyez les Leçons sur Vélasticité, de M. Lslmé. 
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NOTE I. 

SUR LE DÉVELOPPEMENT DE CERTAINES FONCTIONS IMPLICITES. 

(Formules de Lagrange.) 



Soit 

(i) z=zx-\-e/(z) 

l'équation qui détermine une fonction de ^r,/ étant une fonction 
quelconque^ et e une constante supposée assez petite par rapport 
à des valeurs de x comprises entre certaines limites, pour que 
Ton puisse développer z en série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de e. 

En indiquant par l'indice o les valeurs de z des dérivées pour 
^ = o, on a 

/dz\ id^zX é" (d^z\ ^ 

'='^'^\di):'^\ir^)—^^--^\^^ 



or on a, en différentiant Téquation (i), 

dz ^, , ^ dz dz ^, . y.// v^^ 

- = .+ ./'(.)-, -=/(z)+e/'(z)-, 

d'où 

Cette dernière équation donne, en ayant égard aux précédentes, 
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Soit if{z) une fonction quelconque de z, on a 

''^^^^^ ,, ,dzdz , , d'z 
ou, en vertu des équations (i) et (S), 

en remarquant que 

f'(-w.)(|)'+,w/'(.)(|)'+,(.i/(.)£ 

En difiërentiant l'équation (2) par rapport à e, on obtient, en 
vertu de l'équation (4)> en y supposant f («) =/*(«), 






dz 



dx 



et en différentiant cette dernière, et supposant ^ (s) =/(z)' dans la 
formule (4)9 

on a donc, en général, 

dz 
Mais pour ^ = o, on a z = jt, — - = i j par suite, 
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et enfin le développement de z sera 

(5)« = . + ./l[.) + _-:a-i+...H-_3_^^/(.).+.... 

Proposons-nous maintenant de trouver le développement d'une 
fonction quelconque F (z) de z suivant les puissances ascendantes 
de^; la formule de Mac-Laurin donne 

Mais en ayant égard à l'équation (4) on a 



et, en général. 



rfc» «far' 



^[F'('V(^)"è]' 



a ou, en remarquant que z = x, --- = i pour e = o, 

dx 

Il vient donc pour le développement cherché 
(6) F(z) = F(x)+«F'(x)/(x) +...+ rifc^-^rlF'W/I^)']- 
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NOTE IL 
SUR l'application du théorème d'hamilton et de jacobi 

A LA théorie des PERTURBATIONS. 



1. Nous allons exposer dans cette Note les résultats remarqua- 
bles auxquels Hamilton et Jacobi sont arrivés dans leurs recherches 
sur l'intégration de la dynamique et montrer avec quelle facilité ils 
conduisent aux expressions des variations des éléments elliptiques 
des planètes dues aux forces perturbatrices. 

2. Des équations de la dynamique dans un système de coordon- 
nées quelconques, [Formules de Lagrange,) — Considérons un 
système matériel libre dans IVspace, formé des masses /ra, /77|, m^,,,,, 
et dont les coordonnées sont (.'^, jr> ^)y (-^i»/!» ^i)»* • •; appelons 
(X, Y, Z), (Xi, Y|, Z|), . . . , les composantes parallèles aux trois 
axes des forces qui sollicitent respectivement ces points. 

Les équations du mouvement de tous ces points seront com- 
prises dans la suivante 

où la caractéristique B indique des déplacements virtuels et infini- 
ment petits. 

Dans ce qui suit^ nous admettrons que Ton a, comme dans 
l'attraction universelle, 

„ d\} du d\} rfU 

dx dy dz ax, 

U étant une fonction exacte des coordonnées des points du système 
indépendante du temps, ce qui donne 



(0 



\^dt^ dt^ ^ dt^ J 



Supposons maintenant que, aux coordonnées rectangles, on sub- 
stitue un même nombre v de variables indépendantes ££, U|, «s,..., 
tty-i , liées à ces coordonnées par v équations pouvant contenir 
implicitement le temps, et appelons, pour abréger, ^', j', ...,«', 
a',,..., les dérivées de a:,/,..., «, w,,..., par rapport au temps. 



r^ 
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. On a 

"^•'=2£*"" *^=2£*"" ^^=2^*"" 
*"'=2S*"''- • 

I étant un nombre entier quelconque compris entre o et v — i . 
A la suite de ces substitutions, l'équation (i) donne, en identi- 
fiant dans les deux membres les coefficients des variations S u^y 



du 



(«) 



_^ [d-'x dx d^x dx dH dz\ 
— 2d'"' \dF 'dûi "^ "5» ^"^"5P 5«J 

d ^ (dx dx dy dy dz dz \ 

'^7t2é'"' \di di^i "*" TtHii '^'didi^ij 

( d^ diL d±-\ 

•^ l dx diii djr dui dz dut ) 



Or, en employant des parenthèses pour distinguer les dérivées par- 
tielles des dérivées totales par rapport au temps, on a 



d'où 

(2) 
mais 



" \dt) ^ ZddUi dt *" \dt) ^ZàdUi '' 



dz^___dx 
dû'^dii 



\ 

i dx^ d*x ^ d^x , 

' du "" dtdu '^2é dtdui " 



a" 



du / d'^x \ ^ d^x dui 

ir^ \dedu)'^2édîdii'i~dt'' 



\dtdu) ^ dtdui dt ' 
la dernière des équations précédentes devient donc 

dx 
d — 

, ^ . dx^ du 
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ce qui prouve que Ton peut intervertir Tordre de la dîfTéreniia- 
tion par rapport à u et /, comme s*il s'agissait de deux variables 
indépendantes. L'équation (a) donne par suite, en ayant égard 
aux valeurs ( 2 ) et ( 3 ), 



du 



ou, en représentant par 

T=i2'"(<+r;'+*?) 

la demi-force vive du système. 



(4) d"'' 



du' dT d{] 



dt du du 

Cette équation et ses analogues pour les autres variables «1, u,..., 
sont comprises dans la formule 



(5) 



.($'-s)-=«'- 



obtenue en faisant leur somme après les avoir multipliées res- 
pectivement par les variations des variables correspondantes. 

3. Forme donnée par Hamilton aux équations du mouvement 
dans le cas où les relations entre les deux systèmes de variables 
sont indépendantes du temps. — Daas ce cas, T ne dépend que de 
u, tf|, . • . , u', ttj , . . . , et comme c'est de plus une fonction homo- 
gène du second degré en if% u^ , . . . , on a 

(6) aT = 2/"»'. 

en posant, pour abréger, 

dT 

-dii^^' 
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Mais les dérivées /?,;?,,.•., étant des fonctions linéaires de 
u'y u\y. . .yon peut réciproquement exprimer ces dernières quan- 
tités par des fonctions linéaiires de ces dérivées, et, par suite, T en 
fonction de u, «i, . . • ,/?, /'i, . . . ; soit 

(?) T = F (/?,/;„... «,«!,... )• 

En désignant par une parenthèse les dérivées de T prises sous ce 
nouveau point de vue, on a 

\du) "" du '^2ddu. du '^ dui'^2àP du^ 

\dp) "Zâ du, dp — i^^' dp * 

Mais en différentiant Téquation (6) par rapport k u et p^ on 
trouve 

d'où, en comparant ces équations aux précédentes, 

et, par suite, l'équation (4) se trouve remplacée par les deux sui- 
vantes : 

En faisant, pour abréger, 

T — U = H, 
et remarquant que U est indépendant de u', 11% ... , par suite de 
PfPiy OU que 1 — I = -— ) les équations (o) deviennent 

£^___^ du_dn 
^9' dt "~ du\ dt"^ dp' 

On voit facilement que ces équations et leurs analogues établies 
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pour les autres variables U|, Us,. . ., sont comprises dans la for- 
mule 

(lo) '^(iiuep — dpSu)z:=dtSE. 

4. Thiéorème d'Hamiltof et de Jagobi. — Lorsque, dans un pro- 
blème de Mécanique, le travail élémentaire des forces est la diffé^ 
rentielle exacte d* une fonction des coordonnées, les intégrales du 
problème peuvent s'exprimer en égalant à des constantes les déri- 
vées partielles d'une même fonction^ prises par rapporta d'autres 
constantes, — Soit, en ayant égard à l'équation (5), 

(ii)S= r {yj)du'--pd^= C (2t-H)f/r= r(T+U)^/; 

réquation (lo), mise sous la forme 

(ï2) $^pdu — 8ïLdt = d^p^u, 

donne par Tintégration 

(i3} $s=^{p^u—p'Bu^y, 

u^,p^ représentant les \aleurs initiales de u et de/?. 

En supposant connues les intégrales des équations du mouve- 
ment, les quantités u, Ui,. .. , p, pi^...^ par suite T, U, S, seront 
exprimées en fonction de r et de 2v constantes arbitraires qui ne 
seront en résumé que les valeurs initiales tt% aj,..., /?% /?J,. . . La 
formule (i3) sera identiquement vérifiée si Ton y remplace- S, u, 
/?,..., Su, Sp,,,.y par leurs valeurs en fonction de t, a% /?%..., 
Su^y ^jo,...^ mais les relations qui lient u, U(,...,^vec r^ «%/?%..., 
et celles qui résultent de leur différentiation par S permettent 
d'exprimer /?'', /7j,..., $p^, ^/?*,..., par suite S et p, /?i,... en 
fonction de u, a,,.... Su, ^a,,..., «•, «",..., Su^, Su',,.., d'où il 
suit que les <^/^ restent arbitraires, comme Tétaient les Su', et 
qu'enfin l'équation (i3) se décompose en 2V autres de la forme 

, , ■ dS dS 
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La fonction S, dans la supposition actuelle, ne renfermant que les 
V arbitraires u% «;,..., les équations du premier groupe ne sau- 
raient élre des identités, et comme elles constituent /i relations entre 
les coordonnées et ie temps et 2v constantes arbitraires tt®,...,/i®.. ., 
elles ne peuvent être que les intégrales finies des équations du 
mouvement. Les équations du second groupe, formant v relations 
entre les coordonnées, le temps et v arbitraires «% «î,. . ., sont les 
intégrales premières des équations du mouvement. 

Cela posé, Téquation (i i) donne, en se rappelant quel! est indé- 
pendant de li' y 

et l'équation (6) devient par suite 
(3) ^i-T = U. 

Si dans l'expression (p) de T on remplace /?,/?!,..; par leurs 
valeurs (7'), on trouve 

équation qui sera identiquement vérifiée lorsque Ton y rempla- 
cera S par sa valeur en fonction de T, w, w, , . . . , w% wj , . . . , 
car, d'après la forme des intégrales (7), on ne peut en éliminer 
les arbitraires /7®, . . . , de manière à arriver à une équation non 
identique entre f, «,«,,..., tt% aj , ... . Donc Téquation (i4) 
est une équation aux différentielles partielles à laquelle doit satis- 
faire la fonction S. 

D'après le principe des forces vives on a T — U = To — U©, 
To et Uo étant les valeurs de T et U correspondant à l'instant ini- 
tial; d'où, 

- + To=U., 

ou, 

29 ■ 
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seconde éqvratkm aux ^différentielles partielles à }a<]ueile doit 
satisfaire ki fonction U ; mais il est inutile d'y avoir égards et 
l'équation (i4) suffit pour déterminer la fondîtin S, de manière 
à en tirer par la différentiation les intégrales premières et finales 
des équations du mouvement. 

Au lieu de considérer S comme une fonction de 2v -j-t varia« 
blés, f, {^, tti , . . . , tt% i^î 9 . . • "> devant satisfaire auxéquatidns (i4) 
et (i5), on peut la regarder comme une fonction de v •+- 1 quan- 
tités f, itf «,,..., par rapport auxquelles elle est différentiée 
dans l'équation (i4)- Une solution complète de cette équation 
qui renferme v + 1 variables indépendantes devra renfermer v + 1 
constantes arbitraires, dont l'une sera nécessairement jointe 
à S par addition, puisque la même équation est aussi satisfaite 
par toute valeur de la forme S 4- constante. Faisons abstrac- 
tion de cette dernière constante, et désignons les v autres par a, 
a, , . . . , soit 

S=/(', tt, «1,.. . , a, a,,. . .) 

une solution complète de réquarion (i4); nous allons démontrer 
qu'en désignant par a', a ,,..., v autres constantes ïirbitraires, 
les équations 

-^, ils , dS , 

l6) 7- = a, ;7- = a., ... 

(ta, ifui 

seront les intégrales finies des équations du mouvement. En effety 
en différentiant les équations (i4) et (i6) respectivement, par 
rapport à a, a, , ... et r, on a 

doidt''^2d /dS\doidu~'^' doLdt^ 2d'^ dudx^^* 



c'est-à-dire deux systèmes d'équations linéaires identiques, djont 

dF 



dF 
les inconnues seraient d'une part — • •• et de l'autre w'..., 
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y T r 



ce qui exige, gu€ 



'iM) 



in^is .^l seconde clés eqpations (•}) donne 

u=-, «. = ..., 

d^où deux nouveaux systèmes d^écfuations identiques dont les 
inconnues ont par suite les mêmes valeurs, et Ton retombe enfin 
sur réquation (7'). 

Les équations (7^) et {i4)> respectivement différentiées par . 
rapport à r et k, donnent 

durit ^ dudUi "' "^ dt ' 

dudt'^Ai /dSVdHdii^'^ dfi~^ fiu' 



d'où 



Jd^YdftdHi du 



dp_dV_dF^__d^ 
dt du du""^ du 



et c'est la seconde des équations (9). Donc les valeurs des incon- 
nues déterminées par les équations (16) satisfont aux équations 
différentielles du mouvement, ce qu'il fallait établir. 

B.n,supposant la fopction S déÇniepar la formule (1 4), o" ^^ ^" 
.vçrtu dfs équations (6). et (^7'), 



dt 



dS 
dt 
d'où 



ce qui s'accprde avec la définition de S donnée au û« 4. 

29. 



45» NOTES. 

Les équations (i6) et (7') sont comprises dans la suivante, 

(17) as=2)(/i^i*-i-a'^«), 

qui représente ainsi à la fois les intégrales premières et finales. 

5. De la fonction caractéristique, — L'équation (i f) donne, 
en remarquant que H est une constante d*après le principe des 
forces vives, 

S = 2 JTdt—Et^ 

mais on a aussi, en vertu de Téquation {$) du n« 4, 
par suite. 



•fi 



est une fonction des coordonnées et des arbitraires, qui ne ren- 
ferme pas le temps explicitement. On pourra, dans la recherche de 
\dL fonction principale S = V — Hf,* substituer la fonction carac- 
téristique y qui renferme une variable de moins. 

_ £/S dy „, . / /\ 1 11' 

De ce que— =;7-» "équation (14) donne pour lequation 

aux différentielles partielles de V 

IdW d\ \ 

dont l'intégrale contiendra, en dehors de H qui joue ici le rôle de 
constante déterminée, v — 1 constantes arbitraires,' plus celle qui 
s'ajoutera à Y. Connaissant cette fonction, on trouvera 

S = V — Hr, 

expression dans laquelle U jouera le rôle d'une arbitraire, par 
suite de l'introduction de la nouvelle variable t. 

Le temps n'entrera pas explicitement dans les intégrales des 
équations (9) mises sous la forme 

. , ^H e/H rfH dn 

^p:dp^.,.:du:du^... = ^^:^ — ...:—: — . ^.^ 
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et il ne sera introduit qu^accompagné d*ifne seule arbitraire /à la 
fin du calcul, par les quadratures 

(0 



=r^/'"-' 



dS dV 

dâ = -'-^dË' 

et, comme H est Tune des constances arbitraires de la solution 
complète de réquation (14)» on obtiendra (5) une des intégrales 
en égalant cette dérivée à une constante. Cette intégrale devant 
coïncider avec Tune de celles qui sont comprises dans la for- 
mule (s), doit, par suite, être de la forme 

il dS , dV , 

<"») dR='^ °" dH='^'' 

6. Méthode d'intégration de Jacobin — En général, la détermi- 
nation de S ou de Y suppose résolu le problème du mouvement; 
car la théorie connue des équations aux différentielles partielles, 
appliquée à l'équation (i 4) ou (18), conduit à des équations diffé- 
rentielles simultanées qu'il faut d'abord intégrer, mais qui ne sont 
autre chose que les équations (8) du mouvement. Cependant les 
propriétés des fonctions S et Y permettent dans un certain nombre 
de cas, connaissant un certain nombre d'intégrales, de trouver 
les autres à Taide d'une méthode générale due à Jacobi, et 
que nous allons appliquer seulement au cas de deux varia- 
bles u et tt,, le seul qui se présente dans la théorie du système du 
monde. 

On a (3), pour les équations du mouvement, 



du rfH du, c/H 



\ 7i'~' If}'' dt '^Tïp,^ - 

( dt ~~ du ' dt (iu^ ' 
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en se rappelant que 




dJ 
du, 


Supposons que, en outre de I 


'intégrale, 




H = 


const.. 



fournie par le principe des forces vives, on en connaisse une autre 
de la forme 

K = const. , 

K étant une fonction de v, m„ /?, p., qui ne renferme pas t; on a 

^K ^ dK. , dK ^ dK ^ 

dK=z -j-du-h-T-dù^-h -—^dp-^-r-dpyzrzo, 
du dux dp dpx 

ou, en vertu des équâtiotls (a)y 

{b\ (HK^ — — — — — ^ ^"^^——^o 
^ ' dp du du dp dpi du^ du^ dpx 

Mais si l'on suppose p et py exprimés en fonctioii de u et a, au 
hioyeki des deux intégrales ci-dessus, on a aus^i 

dn dH dp d^ dp, 

du dp du dpi du 

_dK dK.^ dKdp, 

du dp du dpx du 

_ rfH dVL dp rfH dpx 

dux dp dUx dpx 5tt^ 

_ rfK d^dp dlL dpx 

dui dp dux dpx âtii^ 

dp 
d'où, en éliminant -j- entre les deux premières d'e ces éqiïâtions. 



dpx 
et -~ entre les deux autres, puis faisant la difFérence des résul- 

\ dp dpx dpx dp I \ du dUi ) 



dUx 
tats. 
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et Qnfin, en ayant égard à la retatîan (^)> - 

du dux 

Il suit de là que pdu -^ p^du^ est une différentielle exacte, et que 
Ton peut obtenir Pintégrale 

(c) . V= i(pdu-hpidu,), 

qui, substituée dans Téquation (i8) en ayant égard à la valeur (|l) 
de Ty la transforme en une identité; et comnie elle renferme deux 
constantes arbitraires, Tune K, l'autre introdi^ite par l'intégra- 
tion, V est la fonction caractéristique. Donc, d'après les n*" 5 et 6, 
on aura, pour les deux intégrales qu'il restait à trouver. 

Connaissant la fonction V, on en déduira immédiatement 

S=:V — Hr. 

7. Application au mouvement des planètes autour du Soleil, — 
Proposons-nous de déterminer le roouvenient relatif d'une planète 
m autour du Soleil, Tattraction mutuelle variant proportionnelle- 
ment aux masses et en raison inverse du carré de |a jdist^ncie. 
CootinuonSy comme an chapitre P*", à appeler M la masse du$oïei|, 
et à poser p = (M -|~ ''i) ; la force apparente qui ^olliçjj^e m éx^nt 

ma 

— i-, on a 



et 



V = 

r 



T= - (^'^ 4.y»-H *"J, H = T - ^. 

2 ' ' r 



{*) C'est ce que Ton peut vérifier eu remarquant que réquaiion (c) donne 

d\ dp , dp, ^ /dpfiU <fo, </H\j dH , 

''dK = Â'"-^Û'"^-(Â^-^Ûd^j'' = dK'' = ''^ 

dR dï] rfH ' \dH dp dH dp^J rfH 
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Remplaçons les coovdonDées rectilignes par les coordonnées po- 
laires, et appelons à cet effet \ Tangle formé par r avec sa projec- 
tion sur le plan xy, L Tangle compris sous cette projection et 
• Taxe des j? : on a 

x = rcosL, 7- = rcosXsinL, z = rsinX, 

et en affectant d'un accent les nouvelles variables r, X, L pour dé- 
signer leurs dérivées par rapport au temps, 

* m 

T = - [r'»+ r' (L"cosn + V»)l, 

et enfin, en introduisant les dérivées, 

— =:/wr2cos'XL'=/?„ 
dT 

2 m \ r'cos*X r ] r 

Les équations du mouvement, d*aprè$ les formules (9} du n° 3, 
prennent par suite la forme suivante, en supposant que //, f/,, k, 
représentent r, L, X : . 

dr r'cos^ldL r'^ dK 
dt z=. m — = m = m 

P Py P^ 

dp dpx r'^dpi 

— - — _■• — _. o m ■ . : 



on trouve 



d^\ o ^'" .dsécn' 

:d7) ^' -HT 

on tire de là : 1° dpi = o, d'où pi = W7, 7 étant une constante; 



2» £^_ 


.rfséc'X 


M 


p\='»' 



K^'-Tèi} 
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c étant une seconde constante: 3° = — » d où, en po- 

sant - ==: cosf et désignant par a une troisième constante, 

(6) tang> = tang(psin (L — a), 

ce qui exprime que la trajectoire est comprise dans un plan in • 
cliné de l'angle f sur le plan xy, qu'il coupe suivant une droite 
faisant l'angle a avec Taxe des x. 

Les trois intégrales ci-dessus ne sont autre chose que celles qui 
sont fournies par le principe des aires. 

La variable L, n'entrant que par sa différentielle dans les équa- 
tions du mouvement, se trouvera toujours ajoutée à la constante 
— a, de sorte que l'on aura 



mais (u^ k et 6) 
donc 

(0 



f[5 — -_£Ë 

c/L "" ^a ' 






fis 
dot 



Prenons maintenant pour plan fixe le plan même de la courbe, 
pour réduire à deux le nombre des coordonnées et rentrer dans 
le cas du n^ 7, et soit p la longitude de la planète comptée à partir 
du nœud, on aura 

(x) cos»':^ cosXcos(L — a). 

Si l'on remplace, dans l'expression ci-dessus de H, L par (f, 
X par G, et que l'on pose 

^ = 57='"'^^' 



on trouve 



2//f \ r'/ r 
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et les équations an mouvement deviennent par suite 

, eâr dv dp dq 

dt = «I — = mr^ --- = — = — » 



\ ^r / 

d'où Ton tire d*abord Téquation des aires, k étant une con- 

stantCy 

(\) q = mk , 

En différentiant Péquation (x) par rapport à t^ te résultat peut se 
mettre sous la forme 

sinp.o = sin>./;2C0s(L — a)-f--^« 

rosA 

Pour L — a = 90°, on a p=:go°; et, d'après la formule (6), 
> = y ; par suite, 

q = - -— = Î-; ? d ou A- = — — • 

COS(p COSip' cosy 

Eu remplaçant, dans l'expression ci-dessus de H, q par sa va- 
leur, réquation des forces vives 

dans laquelle h est une constante, donne 

(fx) P^mp, 

en posant 

En appliquant aux intégrales {X) et (fi) le théorème du n" 7, 
on a pour déterminer la fonction caractéristique 

V= I (pdr-\- qdv) = w ( l ^dr '\- kif\t 
et par suite 

( 21 ) S = /// ( I p £//• -h /i' — Ar ) • 

La valeur de v étant censée donnée par l'équation (x), S se trouve 



ainsi exprimé au moyen des coordûtinées r^ L, \ et àet trois 
constantes a, A, ^. On a donc (6) pour lés deiil ittté^dles dher-- 
chées, en appelant P| et / deux nouvelles constantes arbitraires, 

Si nous choisissons pour origine des intégrales qui entrent dans 
ces formules celle des deux racines de Téquation 

dr 
/? = mp = ~=o, ou p = o, 

qui correspond à un minimum de r ou au périhélie^ 
se réduisent respectivement à 



par suite de ce que les termes — Po-rr^ -^Po-rr résultant dtî la 

* dA- an 

variation de la limite inférieure sont nuls. 

L'intégrale 1 77 «^'' étant iin angle qui s*évanottit an péri- 
hélie, Vi n*est autre chose que la longitude du périhélie, comptée 
à partir du nœud ascendant, et Ton voit de même que — / est 
répoque du passage au périhélie. 

En résume, S étant déterminé par réquafron (^.t), le» inoé^les 
des équations du mouvement seront 

. , r/S fis dS 

Les considérations précédentes sont indépendantes de la loi de 
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l'attraction; nous allons maintenant développer le calcul dans 
l'hypothèse admise relative à la gravitation. Posant 

^ = — -^, k^ = aa (i — e^), 



'•=<7(l — ^COStt), i/-^=«, 



il vient 



S=/w| v^(tt-l-^sintt) — /t arc! cos== — j-hA-f — htU 



d'où 



I dS a (i — é?') — r- 

— = — arc cos —^ ■ h *' - 

m a A er 



1 rfS . /a' 



' esïnu) — t=z ly 



i fis , d^ ^cos>sin(L — a] 

— -- = A^ — = : z= y, 

m doL doL sinp 

ou 

r:=z — ; — i — '- -, /4-/= /i (tt — ffsmw)> 

1 -f-^cos [y — v^) ^ 

COsXsin (L — a) 

sinp = > 

cosçp 

et ce sont bien les formules du mouvement elliptique que nous 
avons trouvées au chapitre F'. 

8. Méthode de la variation des constantes arbitraires, — Sup- 
posons que H se composant de deux parties, ou que H = H| + H-, 
on connaisse les intégrales des équations 

du__dE^ dp _ r/H. 
^^^ Tt^ dp' dt" dt' 



qui seraient celles du mou veinent si 11, était nul, cl soit 

{b) o=/(^tt, «,,.; ,/^/^I,.. , a, a„ . . ., a', a,,. . .) 

l'une de ces intégrales. 

Proposons-nous de représenter les intégrales relatives à la va- 
leur totale de H par des équations de la forme [b), dans lesquelles 
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a, a,, . . . , a', a, , . . . , ne représenteront plus des constantes, mais 
des fonctions du temps qu'il £ftudra déterminer. 

Les jirariations que du et dp éprouveront par suite de la consi- 
dération du terme H,., représentées par le symbole d' , auront 
pour valeurs 

et ces formules et leurs analogues seront toutes comprises dans la 
suivante 

{d) \(d'uep^d'pSu) = dtdE,. 

D'autre part, les différentielles (c) résulteront des accroisse- 
ments doLy , . . fda,' y . . . donnés à a, . . . , a' , . . . dans les équa- 
tions (b), sans faire varier le temps, ou encore s'obtiendront 
par une opération identique à celle par laquelle on obtient les 
ouj dp, . . • en remplaçant $ par d devant les constantes. La for- 
mule (17) donne par suite 

c/'S=2 (pdu'+-a'd(x), 

Différentiant respectivement ces deux formules par ê et d', et re- 
marquant que ^û?'S = ^'^S, 5d'uz=zd'$Uf elles donnent par 
différence 

y (d'uSp — d'pSu) = 2 {doi'Sa - rfa(îa') , 

ou, en vertu de l'équation (d)^ 

\ {da'$OL — dada') = dtdU^, 

équation qui se décompose en 2v autres de la forme 

r/a____^, daf __ dU, 
(^^^ 'di " da' dt '~ dT.' 

Ainsi la fonction principale S dans Thypothèse Ha = o jouit de 
cette propriété que, étant mise sous fe forme 

, ./s 
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les arbiU:aire3 se tro.uvf9nt partagées en .d^ux séries qui se corres- 
pondent deux à deux de mnpière j^ «satisfaire au^ équ^^^iqp^ {^^)- 
SI9 au lieu de «, «i,. . . , çL'y V,, on introduit d'auti'e^.arbitraires 
^1, ^a,. . .9 celles-ci ne ppurront être que des foqction^ ^es^prer 
mières et leurs différentielles seront de la forme 

ou y en vertu des équations (23); 

mais on a 

d(Xi Zéi W pi d OLi ' dal. Zà d^u M ' 
si donc on pose 



on a 



rfH, 



dt. 



(i5) ''p'"=2/p-'p*)-rff;' 

formule due à Lagrange et dont réquation (^2) du n°2^, chap. II, 
n'est qu'un cas particulier. 

9. Application aux perturbations planétaires. — La théorie 
précédente s'applique iraflEiédîatement 4iux perturbations plané- 
taires. En considérant H3 comme la portion de H qui provient des 
forces perturbatrices et en appelant R la fonction perturbatrice, 
on a 

Hj = — TJiR. 



D*autre part, en comparant les équations (22) du n^ 7 au 
type — = a', on voit que si Ton prend pour les constantes a les 
quantités A, ^, a, les a' correspondants seront /w/, mvxy — '"v; 
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les niéraes équations dennerunt par aniit * 




/ dh ___ dK dk _ dK 

\ dt" di' dt "~ dP^' 
(26) { 

dl r/R du, __ dK 

dt"^ dk' (U~ dk ' 


dy _dK 
dt doL* 
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On a d'ailleurs y comme dans le tes te ,(33), 

w == p, 4- a, 6 = w/ -h « t= /i/ -f- p, H- a. 

Si maintenant nous désignons par p^ q deux quelconques des 
six constantes a, c, <r, &>, a, ^ que nous substituerons aux variables 
des équations (26), nous aurons, en vertu de Héquation (24)9 





' \ dh dl dkdv\ 


dp tltf 
r/7 doL 

da dy 


» 




avec l^s reMtiotis ci'id^ssus'étilusmvartte : 








7 = A- cos <p. 








Nous poserons, pour abréger, 








yji-e^=^f, 






en nous rappelant que n^n^ = ^ ou — - = — 


«On obtient ainsi 


da 


2^/^ fia fia fia 


fia 


dy 


dl 

dii^ 


3ûw/ //g r/î r/« 


di 


di 


fie 


rt/' r/^ rA? anf fie 


de 

Ta = ''> 


fie 


dh ' 


flu> floi fltù 




flbi 


da 
dh~ 


r/a flcL fia 




da 

-r- = 0, 

dy 


d^_ 
dh~ 


r/? dtf ancoiro dff 
f// flÂ uj fh, 


flff 


fl'f _ fin coséc y 
r/v ' \f.e 
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Remplaçant dans l'expression (^'j) p successivement par a^ t, 
e, Uy oc, on trouve 






dg ^anldq dq dq 

Remplaçant enfin dans ces dernières formules q successivement 
par C) e, cTy a, 7, et portant les valeurs obtenues dans la for- 
mule (25), dans laquelle on supposera que Ha = — R, et que les 
variables P„y ^k représentent les quantités a^ c, e^ &>, a, ^ , on ob- 
tiendra les variations du mouvement elliptique sous la même 
forme que dans le texte. 
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